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1. Gravitacio és égi mechanika

Kulcsszavak: Gravitéacios erd, gyorsulas és potencialis energia. Az ellipszis fogalma (fél nagy-
tengely, fél kistengely, linearis és numerikus excentricités, pericentrum, apocentrum, semi-latus
rectum) és teriilete. Kepler-torvények, a Naprendszer égitestjei és mozgasuk. Kozmikus sebessé-
gek, mtiholdak mozgasa (geostacionarius és geoszinkron palya). Kéttest- és egycentrum-probléma;
tomegkozéppont, komponensek sebességei. Péalyaelemek. Palyak Osszenergiaja, ellipszispélya se-
bességképlete. A bolygok latszé mozgasa az égbolton, elongacio, a Hold és a bolygok fazisai.
Szinodikus és sziderikus keringési idg6.

1. Sziikséges fizikai ismeretek
e Newton-féle gravitaciés er6torvény
e gravitacios allando
e gravitacios gyorsulas kifejezése és foldi értéke
e Newton-torvények
e kOormozgas
e centripetalis gyorsulas és centrifugalis ers

e korpalya sebessége

2. Kapcsol6do csillagaszati ismeretek

e A Naprendszer felépitése: Naprendszeriink kézponti égitestje a Nap. Naprendszer de-
finicioja, tomegkozéppontja (baricentrum). A nyolc bolygé: Merkir, Vénusz, Fold, Mars,
Jupiter, Szaturnusz, Urdanusz, Neptunusz. A kézet- és gazbolygo csoportok, holdak. Kupier-
ov és Oort-felhd.



e Az egyes bolygdk legfontosabb jellemzdi: Mekkordk egyméshoz képest? Melyik cso-
portnak van tébb holdja és miért? Mik azok a Galilei-holdak? Melyik a Naprendszer 5
legnagyobb holdja, és mekkorak a Merkarhoz képest? Milyenek a jellemz6 hémérsékletek
az egyes bolygokon és miért? Melyik bolygo forog prograd, és melyik retrograd irdnyban?
Mit mondhatunk az egyes égitestek forgastengelyérdl a keringési sikhoz képest? Mely boly-
goknak van még a Szaturnuszon kiviil gytirtrendszere?

e Kisbolygdk/Aszteroidak: Mik a jellemzs méretek, alakok? A kisbolygdov a Mars és a
Jupiter palyaja kozott. Neptunuszon tili objektumok.

e Torpebolygdk: Definicid, a bevezetésének ideje és indoklasa. Pluto, Eris, Haumea, Ma-
kemake, Ceres.

o UstSkosok: Mag, koma, csova. Por- és ioncsova jellemzéi. Tipikus palyak és keringési idsk.
e Bolygokozi por: Az allatovi fény jelensége.

e Mesterséges holdak mozgasa: Miholdpalyak (geoszinkron, geostacionarius, polaris).
Nemzetkozi Uralloméas (ISS) és keringési ideje, magassaga. Lagrange-pontok elhelyezkedése.

e Exobolygoék: Més csillagok koriil kering6 bolygok fogalma, nevezéktana, aktualis szama.
Tranzit, azaz a csillag el6tti dtvonulas, illetve az ebbdl adddo fényességesokkenés jelensége.
Kepler trtavesé.

o Egitestek egymashoz képest vett specialis helyzetei: Oppozicio, elongacio, kvadra-
tira, konjunkcio. Sziderikus és szinodikus keringési iddk.

2.1. Ajanlott fejezetek a Bevezetés a csillagdszatba konyvbdl

3. Egi mechanika

A 101-171. oldal kozott: Térténeti dttekintés, Newton térvényei, Kepler torvényei, Kozmikus
sebességek, Specidlis palyak, Kéttest-probléma, Hdromtest-probléma, Pdlyamodositas.

6. Naprendszer és exobolyok

A 307-309. oldal kozott: Naprendszer. A 337-344. oldal kozott: Hold. A 350-390. oldal kozott:
Bolygok. A 390-411. oldal kozott: Kisbolygok, Torpebolygok, Ustokdosok, Meteoroidok. A 420-437.
oldal ko6zott: Exobolygok.

7. Csillagrendszerek

A 445-449. oldal kozott: T'oémeg meghatdrozasa vizudlis kettdsékkel, fedési fénygirbe.



2.2. Tovabbi ajanlott forrasok

Csillagaszati feladatok a kozépiskolai fizika fejezeteihez (Grof Andrea):
http://fiztan.phd.elte.hu/files/kiadvanyok/Csillagaszati_feladatok.pdf

Mozgas ellipszispalyan (Juhész Tibor):
http://www.zmgzeg.edu.hu/tantargy/fizika/files/Kepleregyenlet.pdf

3. Példatar

3.1. Gravitacioés gyorsulas egyes égitesteken

Szamitsd ki mekkora a gravitacios gyorsuléas a kovetkezd égitestek felszinén:
a) Hold (Mo = 7,35 - 102kg, Ryoq = 1,7 - 10°m)
b) Jupiter (Myupiter = 1,9 - 10*" kg, Rjupiter = 7 - 107 m)
c) Nap (My, =2-10%kg, R, = 7-10%m)

Megoldas
A gravitaciés gyorsulas értékét megkaphatjuk Newton II. torvényének feliraséval:
mM GM
F=ma=mg=0G 5 == g=—
r r

Behelyettesitve az egyes égitestek tomegeit és sugarait:
a) gu = 1,70 3
b) g; = 25,88
c) go = 272,41 3

3.2. Esés a Holdon

Mennyi id6 alatt esik le a Holdon egy 1 méter magassagbol leejtett vasgolyd? Mi a helyzet egy
ugyanilyen koriillmények kozott leejtett mogyoroval?

Megoldas

Mivel az esést a Hold gravitacios tere okozza, elészor meg kell hataroznunk az ott tapasztalhato
gravitaciés gyorsulast:
GM

gH = 2
Az esés idejének kiszamitasahoz irjuk fel a négyzetes uttérvényt:

1 2 1 GMt2 — 2512
S = — = - =
29" T 9T GM




Behelyettesités utan adodik, hogy egy méter magassagbol elejtett test £ = 1,09 s alatt esik le a
Holdon.

A képletbdl lathato az is, hogy az esés ideje fiiggetlen a zuhand test tomegétdl, tehat egy mogyord
vagy akar egy tollpihe is pontosan ugyanennyi idg alatt esik le. A Foldon a kiilonbséget az adja,
hogy a légellenéllas miatt a test tOmege/alakja mar igenis szamit.

3.3. Egy ember stlya egy exobolygon

A Kepler tirtavess segitségével 2010-ben a Sarkany csillagképben, téliink 560 fényévnyire, a tobb
mint nyolcmilliard éves Kepler-10 csillag koriil felfedeztek egy foldméretti bolygot, mely a Kepler
els6 felfedezett kdzetbolygoja volt. A Kepler-10b exobolygo a csillagtol 2,5 milli6 kilométer ta-
volsagban kering, 20 6ras periddusidével. A bolygd felszini hémérséklete meghaladja az 1500 K-t.

Tanulményozva az exobolygod tranzitjat, a Kepler-10b sugarat 1,4-szer nagyobbnak talaltak a
Foldénél (Rg = 6370 km), az atlagos stirtiségét pedig 8,8 g/cm3-nek. Mennyi a silya egy 60
kg-os embernek a Foldon, és a Kepler-10b exobolygon?

Megoldas

Egy test stulya megegyezik azzal az erével, amellyel a test - a Fold vagy mas adott égitest nehéz-
ségi erejének hatasara - az alatdmasztasi pontot nyomja, vagy a felfliggesztési pontot huzza.

A foldi gravitacios gyorsulas értéke:

Egy 60 kg-os ember stlya a Foldon:
mg = 60 kg - 9,82?2 — 589N
A Kepler-10b esetén is sziikségiink van a pontos sugar és tomegadatok meghatarozasara:
Ry =1,4-6370-10°m = 8,918 - 10°m
A toémeg megbecsiilhets Mg = p -V alapjan, amelyhez a térfogatot gémbbel kozelitve:

4
V= §R37r =297-10*'m?

Behelyettesitve:

k

My = 88-10° ~= . 2,97.10"'m® = 2,61 - 10% kg

m

Ebbdl a gravitacios gyorsulas a Kepler-10b felszinén:
G My
9 =~z = 21,94 m/s?
K

Igy ugyanennek az embernek a silya a Kepler-10b exobolygén:
mg = 60kg - 21,94 — — 1316 N
s
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3.4. Geostacionarius miiholdak keringése

A geostacionarius miiholdak keringési ideje megegyezik a Fold sziderikus forgési periodusidejével.
Mivel a palyajuk a Fold egyenlit6i sikjaban fekszik, igy mindig a Fold egy adott pontja felett
tartozkodnak. Milyen magasan keringenek a Fold felszine felett?

Megoldas

A geostacionarius mitholdak stabil korpalyan keringenek a Fold koriil, igy a rajuk hato erd, vagyis
a Fold gravitacios ereje biztositja a centripetalis gyorsulast:

M An? T2
G”; — mw?r = m%r —  r={/GM_ - =42163kn (1)

Ez azonban a keringés kozéppontjatol, azaz a Fold kozéppontjatol vett tavolsag. Ahhoz, hogy a
felszint6l vett tavolsagot megkapjuk, le kell vonnunk a Féld sugarat (Rg = 6370km).

Tehat a geostacionarius mitholdak a Fold felszine felett 35 792 km-rel keringenek.

3.5. Miiholdak mozgasa egy ismeretlen bolygé koriil

Egy gomb alaki, gémbszimmetrikus témegeloszlasi, 9 000 km sugara bolygd koriil két tirszonda
kering kérpalyan. Az egyik szonda sebessége 4800 7%, a pélydjanak sugara 50 000 km. A maésik
szonda palyajanak sugara 30000 km.

a) Mekkora a bolygo atlagstirtisége?

b) Mekkora a masodik szonda sebessége?

Megoldas

a) A bolygd atlagstriisége annak tomegének és térfogatanak ismeretében hatérozhaté meg:
p= % Mig a bolygé sugara ismert, addig a tomegét az egyik miithold mozgésabol megha-

tarozhatjuk.
Egy korpalyan kering6 trszonda centripetélis gyorsulasa éppen a gravitacios gyorsulassal
egyenlé:

vi  GM
1 T%

U%Tl

:}M:

=1,73-10% kg

A bolygo térfogata:
4
V= §R37r =3,05-10*' m*
Igy a bolygo atlagstrtségére adodik:

k
p= 5653—g3
m



b) A masik szonda mozgasabol kifejezhets annak sebessége:

2 GM GM
20 = = — 6204 2
T2 T2 T2 S

3.6. A Jupiter két holdja

A Jupiter Ganymedes nevi holdja kicsit tobb, mint 2,5-szeres tavolsagban kering a Jupiter koriil,
mint az Io nevi holdja. Mit mondhatunk a két hold keringési idejérél? Tegyiik fel, hogy a holdak
korpalyan keringenek.

Megoldas
Kepler III. torvénye alapjan két égitest keringési idejének négyezete tugy aranylik egymashoz,
mint a palyaik fél nagytengelyének kobei:

¢ _ o

3 a3
Ha tehat az Io x tavolsagban kering a Jupiter koriil, a Ganymedes 2,52 tavolsagban. Korpalya
esetén ezek megfeleltethetGek a fél nagytengelyeknek. Tehét a keringési idGk aranyéara adodik:

T2 255
2 a3

= 2.5 = 15,625.

Igy /15,625 = 3,953 , azaz a Ganymedes csaknem négyszer olyan lassan kering, mint a
tarsa, lo.

3.7. A Szaturnusz fél nagytengelye

Hatéarozzuk meg a Szaturnusz palyajanak fél nagytengelyét, ha a keringési ideje 29,46 év!

Megoldas
Kepler III. torvényének értelmében a bolygok a Nap koriil olyan ellipszis palydkon keringenek,
amelyre a fél nagytengely és a keringési id6 kozott a kovetkezd relacio igaz:
3
T2
Ha a fél nagytengelyt csillagaszati egységekben (CSE), a keringési id6t pedig években meérjiik,

akkor a konstans értéke 1 lesz a Nap koriil kering§ égitestek esetén. Ez alapjan:

a=VT?=9,54 CSE

= konstans

3.8. A Hale-Bopp-iistokos kovetkezé napkozelsége

A Hale-Bopp-iistokos palydjanak fél nagytengelye a = 186 CSE |, excentricitasa e = 0,995. Leg-
utobb 1997-ban volt napkozelben. Mikor lesz legkdzelebb perihéliumban, és milyen tévol lesz
ekkor a Naptol?



Megoldas
Hatarozzuk meg az iistokos keringési idejét Kepler III. térvénye alapjan:
T = Va® = 2536,7év
Mivel legutobb 1997-ban volt perihéliumban, igy a legkozelebbi napkozelsége 4534-ben varhato.
A perihéliumtavolsdgot megkaphatjuk tgy, hogy az ellipszis fél nagytengelyébdl kivonjuk a ¢

linearis excentricitast, azaz az ellipszis kozép- és fokuszpontja kozotti tavolsagot. A linearis ex-
centricitas a fél nagytengely és a (numerikus) excentricitas szorzataként szamithatjuk ki, azaz:

c = ae = 185,07 CSE
A perihélium tavolsagra igy adodik:

r,=a—c=a(l—e)=0,93CSE

3.9. A Hold latsz6 atméréje

Ha a Hold palyajanak excentricitasa 0,6 lenne, hanyszor akkoranak latszana az atmérdje perigeum
idején, mint apogeum idején? A Hold sugara Ry = 1700km, t6liink mért atlagos tavolsaga
dy = 384000 km.

Megoldas

Mivel csak a Hold palyajanak excentricitasat valtoztattuk, a fél nagytengelye tovabbra is me-
gyezik az eredetileg vett korpalya sugaréval, dy-val. A megfigyel6k a Foldon természetesen a
fokuszpontban vannak. Hatarozzuk meg el6szor a perigeum és apogeum tavolsigat, azaz a leg-
kisebb és legnagyobb téavolsdgokat!

rp=a—c=a— (ae) = a(l —e) = 153600 km
ra=a+c=a+ (ae) =a(l +e) = 614400 km

A latszo atmérs az a szogatmérd, ami alatt egy adott sugart objektum, adott tavolsaghol latszik.

Jelen esetben ez: B/
19:2-arctan( 1/ )
dy

Ezalapjan a két latszo atmérs aranya kifejezhets:

tan(d,) 2Ru/2-r. VU, ra 1+6N4
tan(da) 27 Ru/2 Y. 0, l—e

3.10. Egy bolygé6 két oppozicidoja

Egy bolygo két oppozicidja kozott 398,9 nap telt el. Az oppozicioban a bolygd szogatmérdje
472" volt. Hatarozzuk meg a bolygé sziderikus keringési idejét, palyajanak fél nagytengelyét és
valodi méretét kilométerben! Melyik bolygérol van szd?
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Megoldas

Egy bolygé szinodikus keringési peridodusa definialhato a bolygé két egymast kdvets oppozicidja
kozott eltelt idével is. A Fold sziderikus keringési idejéhez képest (T34 = 365 nap) a keresett
bolygd T4 sziderikus és T" keringési ideje kozott az alabbi Osszefiiggés frhato fel:

szid szin
Lt 1 — T = IR 11,8 év
szin ~ iszid szid X 7 roszin szid ~ )
T T T T T Ty

A fél nagytengelyeket csillagaszati egységben, a keringési peribdusokat pedig évben mérve Kepler

III. térvénye alapjéan:
T =Va3 = /11,8 ~ 52CSE

Oppozicibban a Fold és a bolygo tavolsaga:
r=52CsE—-1CsE=42CsE=4,2-1,49-10%km = 6,26 - 10®km
A bolygd atmérgje:
d=r-tand ~7r-19 =6,26-10°km - 47,2” ~ 144 000 km

A bolygo sziderikus keringési ideje tehat 11,8 év, a palyajanak fél nagytengelye 5,2 CSE, a valodi
atmérGje pedig 144 000 km, igy a bolygd egyértelmiien a Jupiter.

3.11. Ustokos maximalis sebessége keringése soran

Egy iistokos palydjanak excentricitasa e = 0,995, aphélium-tavolsédga r, = 5,104 CSE. Mekkora
a legnagyobb sebessége keringése soran? A Nap tomege Mg = 1,99 - 10 kg.

Megoldas

A keringés soran elérhetd legnagyobb sebességet - Kepler II. térvénye alapjan - a perihéliumban
éri el az Uistokos: Vmax = v(17). Irjuk fel tehat az altalanos sebességképletet, ahol r = rp-t helyet-
tesitiink be a tévolsédgra! Ehhez sziikségiink lesz magénak az r, perihélium-tavolsagnak, valamint
az a fél nagytengelynek a meghatéarozasara is. Mindketts kifejezheté a megadott excentricitas és
aphélium tavolsag adatokkal.

A fél nagytengely:
Ta

a= ,
1+e

mig a perihélium-tavolsag:
1—e

Ty =T, - )
P 1+e

Ezek alapjan a maximalis sebesség:




3.12. A Mars sebessége a kistengely végpontjan

A Mars palyajanak excentricitasa e = 0,093, fél nagytengelye a = 1,524 CSE. Mekkora a sebes-
sége, amikor éppen a kistengely egyik végpontjaban van?

Megoldas

Az ellipszis kistengelyének egyik végpontja pontosan egy fél nagytengely tavolsagra van a fokusz-
ponttol. Igy az altalanos sebsségképletben:

o ()

az r = a helyettesitéssel a kovetkezd alakra egyszertisodik a kérdéses sebesség:

GM

a

km
—241-——
S

3.13. Az atvaltozott Fold

Dioniiszosz isten megjutalmazta Midasz kiralyt szolgélataiért egy kivansaggal. Midasz kiraly azt
kivanta, hogy barmi, amihez ujjaval hozzaér, valtozzon arannya. Nagy 6rémében azonban ha-
zafelé menet véletleniil megbotlott, és kezével hozzaért a f6ldhoz, igy az egész bolygd hirtelen
arannya valtozott.

Vagy mégsem? Az istenség becsapta a kiralyt, és nem arannya valtoztatta a bolygot, hanem
valami egészen massa. Mi lehet ez a kiilonos anyag?

a) A bolygora kiildott szorgos fizikusok meg szerették volna mérni az 0j gravitécios gyorsulast.
Ehhez egy matematikai ingat hasznaltak, melynek a periodusidejét mérték kis kitéréseknél.
Hogy pontosabb legyen a mérésiik, 10 lengésnek mérték le az idejét, ami 55,3 masodpercnek
adodott. Az inga hossza | = 4,2 m. Mekkora gyorsulast mértek?

b) Az elbbi mérés eredménye alapjan milyen anyag alkothatja immar a bolygot, ha annak az
eredetileg Foldiinkével megegyezs sugara nem valtozott meg? A véltozéas a bolygd magjaig
bekovetkezett, egy homogén gombként gondolhatunk ra. A kilénbo6zé anyagok stirtiségét
az 1. tablazatban lathatjatok.

anyag | p [kg/dm’] | anyag | p [kg/dm’] | anyag | p [kg/dm’]
arany 19,3 grafit 2,2 marvany 2,7
cukor 1,6 gyéméant 3,05 porcelan 2,3
eziist 10,5 jég 0,92 uveg 2.8

1. tablazat: A lehetséges anyagok strtisége.




c)

A Fold koriil kerings, mit sem sejté tirhajosokat ez a hirtelen esemény nagyon meglepte.
Eppen egy békés, 420 km magassagt korpalyarol vizsgaltak a bolygot. A bolygé hirtelen
tomegvaltozasanak hatasara az tirhajojuk egy ellipszispélyéara allt at. Ennek az 4j palyanak
melyik nevezetes pontja lett az a pont, ahol a baleset id&pontjaban éppen tartézkodtak?
Milyen magasan lesz az 0 palya legalacsonyabb és legmagasabb pontja a bolygé felszinéhez
képest?

d) Mi lenne az a minimalis tomeg, amire megvaltozhatna a bolygo tugy, hogy az tirhajosok ne
szakadjanak el téle kotott palyarol, azaz még pont ne rendelkezzenek mésodik kozmikus
sebességgel?

Megoldas

a) Egy matematikai ingara az alabbi Osszefiiggés irhato fel:

l 4r? m

b) Hatarozzuk meg a bolygo atlagsiirtiségét:

M 4
p= e ahol V = §R37r

A bolyg6 témege meghatarozhaté onnan, hogy tudjuk, a gravitacios gyorsulast a felszinen
mérhetd nehézségi erd okozza:

el

gR?
g g g

- = M ?=3,3-1024kgz0,55M@

Igy a kapott stirtség 3046,5 % , ami a gyémant striiségének felel meg.

Ha a kozponti égitest tomege hirtelen lecsdkken, a koriilotte keringé tirhajoé nagyobb pa-
lyara szeretne allni. Az aktualis pont azonban tovabbra is része marad az 0j palyanak, igy
minden tovabbi més pont fog tudni messzebb keriilni a fékuszponttol. A baleset hely-
szine tehat az j palya pericentruma lesz, a bolygohoz legkdzelebbi pontja a palyanak.

Ennek értelmében az r, pericentrum-tavolsig megegyezik az eredeti korpalya sugaraval.
Igy az 1j palya legalacsonyabb pontja a bolygé felszinéhez képest tovabbra is h, = 420 km.

Ahhoz, hogy az r, apogeum-tavolsagokat kiszamoljuk (és abbol a h, értékét kifejezhessiik),
sziikségiink lesz az 1j palya fél nagytengelyére, mely az energiamegmaradas egyenletének
felirasabol kifejezhets: Epor + Exin = Eiot.

Tudjuk, hogy az ellipszispalya energidjara, mely a rendszer Osszenergiajat definialja, felir-

hato a kovetkezd alakban:
GmM

E = ,
2a
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Kifejtve az egyes tagokat mindkét oldalon:
GmM 1 GmM

—mv° = —
T 2 2a

Mivel a perigeum paraméterei ismertek, helyettesitsiik be azokat. A tavolsagra: r = r, =
Rs + hy, a sebességre pedig a korpélya sebessége (elsé kozmikus sebesség):

GmM, mu? G M,

— — Vp = - -
(Re +hp)? (Re +hyp) ° (Re + hyp)

Fontos, hogy itt a bolygd M, kezdeti témegét kell hasznélni! Ezt behelyettesitve az ener-
giamegmaradas egyenletébe, kis atrendezéssel és egyszertisitéssel:

My—2M _ M (Rethy)

e el e T W) 56R, = 3,57 107
2(Ro + hy)  2a oM — M, T o

Hogyan fejezhet6 ki h,? Erdemes felrajzolni egy abrat egy elnyult ellipszis palyarol, fokusz-
pontjaban a kiterjedéssel biré Folddel. Az ellipszis hosszanti tengelye 2a hosszusagnak felel
meg, mely: 2a = hy, + 2Rg + h,. Innen:

ha =2a —2Rs — h, = 58 208 km ~ 9,1 Rg
A hatarsebesség a masodik kozmikus sebesség:

2GM

r

vrr =

Az eredeti sebesség a fentebb mér felirt vy volt. Ehhez képest a méasodik kozmikus sebesség
eléréséhez sziikséges tomegvaltozas utani M’ toémeggel felirva ugyanez a sebesség:

2G M’ G M, 1
= = = VMy=V2M = M =-M,
‘ \/(R@+hp> \/<R@+hp> ’ 27"

Azaz ha legalabb a felére cs6kkenne a bolygd tomege, az tirhajo elszakadna.
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