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1. Égi mechanika

1.1. Egycentrum-probléma

A két tömegpont egyikét nyugvónak tekintjük, s a másik pont mozgását vizsgáljuk ezen pont
körül. m � M esetben jó közelítés.

Gravitációs er®törvény Fg =
GMm

r 2

Gravitációs er®törvény, vektoriá-
lis alak Fg = �

GMm
r 2

r
r

Gravitációs gyorsulás g =
Fg

m
=

GM
r 2

Gravitációs potenciális energia U = �
GMm

r
Körpálya sebessége (I. kozmikus
sebesség) vI =

r
GM

r
Szökési sebesség (II. kozmikus se-
besség) vII =

r
2GM

r
=

p
2vI

Pillanatnyi sebesség ellipszispá-
lyán v =

s

GM
�

2
r

�
1
a

�

Ellipszispályán mozgó test össz-
energiája Eössz = �

GMm
2a

Energiamegmaradás E =
1
2

mv2 �
GMm

r
= konstans= �

GMm
2a

Kepler I., eredeti alak A bolygók olyan ellipszispályán keringenek, amelyek
egyik fókuszpontjában a Nap áll.

Kepler II., eredeti alak A Naptól a bolygóhoz húzott vezérsugár azonos id®k
alatt azonos területet súrol.

Kepler III., eredeti alak A bolygók Nap körüli pályájánaka fél nagytengelye és
P keringési periódusa között a következ® összefüggés áll

fenn:
a3

P2
= konstans =

GM
4� 2

Kepler III. szoláris egységekkel a3
[CSE]

P2
[yr]

= M [M � ]

Viriáltétel � 2hK i = hUi

Gravitációs kötési energia (poten-
ciális energia)

A minimális energia, amelynek abszolút értékét egy
rendszerhez kell adni, hogy megsz¶njön gravitációsan

kötött rendszer lenni.

Homogén s¶r¶ségeloszlású gömb esetén:U = �
3GM 2

5R
Perdületmegmaradás L = mrv? = konstans

Nem csak a perdületvektor hossza marad meg, hanem
az iránya is =) síkpálya
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Égitest perdülete L = m
p

GMl
ellipszisre

= m
p

GMa(1 � e2)

Pályaenergiák

ˆ Ellipszis: E = �
GMm

2a

ˆ Parabola:E = 0

ˆ Hiperbola: E = +
GMm

2a

Sziderikus és szinodikus keringési
id®

ˆ Sziderikus: valós keringési id®, állócsillagokhoz kép-
esti elmozdulás alapján.

ˆ Szinodikus: két azonos bolygóhelyzet között eltelt
id®.

ˆ Prográd keringésre:
1

Tszin
=

1
Tbels®

�
1

Tküls®

ˆ Retrográd keringésre:
1

Tszin
=

1
Tbels®

+
1

Tküls®

1.2. Ellipszis tulajdonságai

Ellipszis pályaelemei

a: fél nagytengely,b: fél kistengely,c: lineáris
excentricitás, l : semi-latus rectum,rp:

pericentrum-távolság,ra: apocentrum-távolság,
F1;2: fókuszpontok

Ellipszis excentricitása
e �

c
a

=

r

1 �
b2

a2
=

ra � rp

ra + rp

Ellipszis területe A = ab�

Pericentrum, apocentrum távol-
sága

rp = a(1 � e)

ra = a(1 + e)

Egyéb összefüggések a2 = b2 + c2

b= a
p

1 � e2 =
p

rarp

c =
ra � rp

2
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Semi-latus rectum (l) l = a(1 � e2)

Peri- és apocentrum-távolság át-
laga

rp + ra

2
= a

1.3. Pályaelemek

a - Fél nagytengely A pálya fél nagytengelye

e - Excentricitás A pálya elnyúltsága

i - Inklináció A pályasík és a látóirány által bezárt szög

! - Pericentrum argumentuma A pályasíkban a felszálló csomótól a pericentrumig,
pozitív irányban mért szög


 - Felszálló csomó hossza Az alapsíkban az alapiránytól (ált. a tavaszpont) a
felszálló csomóig, pozitív irányban mért szög

� - Pericentrum-átmenet A kering® test (egyik) pericentrum-átmenetének
id®pontja

1.4. Hiperbolapályák

Hiperbola pályaelemei

a: fél nagytengely,b: impakt paraméter, c: lineáris
excentricitás, l : semi-latus rectum,� s: szóródási szög,

F1;2: fókuszpontok

Hiperbolapálya energia- és perdü-
letmegmaradása

E =
1
2

mv2
1 =

1
2

mv2 �
GMm

r
= konstans

L = mbv1 = mrv? = m
p

GMa(e2 � 1) = m
p

GMl

Általános sebességképlet
v =

s

GM
�

2
r

+
1
a

�

Egyéb összefüggések c = ae b= a
p

e2 � 1 l = a(e2 � 1)

a2 + b2 = c2 rp = a(e � 1)
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1.5. Parabolapályák

Parabola pályaelemei

l : semi-latus rectum,F : fókuszpont

Parabolapálya energia- és perdü-
letmegmaradása

E =
1
2

mv2 �
GMm

r
= 0

L = mr pvp = mrv? = m
p

2GMr p = m
p

GMl

Általános sebességképlet
v =

r
2GM

r

1.6. Pályák polárszöges paraméterezése

Anomáliák Szögek, amelyek paraméterezik, hogy egy objektum hol
jár a pályáján. Mindegyiket a pericentrumtól mérjük, a
keringés irányában.

ˆ Valódi anomália (� ): szög a pályán a
fókuszpontból nézve

ˆ Excentrikus anomália (E): az objektum helyzetét
a nagytengelyre mer®legesen vetítjük az ellipszis
köré írt körre, a helyzetét a középpontból mérjük

ˆ Középanomália (M ): ha az objektum a köréírt
körpályán keringene, ennyi lenneE;
M = 2�

P (t � � )

� : valódi anomália,P: valódi helyzet,
P0: vetített helyzet

6



Kepler-egyenlet
(ellipszispálya id®függése)

M = E � esinE =
2�
P

(t � � )

M : középanomália,E: excentrikus anomália,
� : legutóbbi pericentrum-átmenet id®pontja

Anomáliák közötti összefüggés
tan

� �
2

�
=

r
1 + e
1 � e

tan
�

E
2

�

Pillanatnyi koordináták x = a(cosE � e)
y = bsinE

Pálya egyenlete polárkoordiná-
tákkal r =

a(1 � e2)
1 + ecos�

= a(1 � ecosE)

Mer®leges sebesség v? =
GMm

L
(1 + ecos� )

Radiális sebesség vk =
GMm

L
(esin� )

1.7. Kéttest-probléma

Az egycentrum-problémával ellentétben nincs rögzített tömegpont, mindkett® szabadon mozog.

Jelöléskonvenció: jelölje K TKP a tömegközépponti inerciarendszert,K 0 pedig az egyik (a szim-
metria miatt tetsz®legesen megválasztható) komponens vonatkoztatási rendszerét. Jelöljer i , vi ,
ai stb. (i 2 f 1; 2g), az egyes testek a tömegközépponthoz viszonyított mennyiségeit,r , v, a stb.
pedig a relatív (K 0-b®l tekintett) mennyiségeket.

Redukált tömeg (� ) és össztömeg
(M � )

� �
m1m2

m1 + m2
; M � � m1 + m2

Redukált kéttestprobléma A kéttestproblémaK 0-be áttérve egy analóg
egycentrumproblémára redukálódik, amelyben egy
rögzített M � körül � tömeg kering. Az analógiaK 0

relatív pozícióit, sebességeit stb. adja meg, valamint a
kéttest-rendszerK TKP -ban vett energiáját és perdületét.

Kepler I. kett®sökre K TKP -ban: a két komponens megegyez® excentricitású
(e1 = e2), kúpszelet alakú pályákon kering, a TKP

mindkett®nek egyik fókuszpontja.

K 0-ben: a másik test a két komponenssel megegyez®
excentricitású (e = e1 = e2), kúpszelet alakú pályán

kering, melyen a hossz- és sebesség-jelleg¶ mennyiségek
összeadódnak, pl.r = r1 + r2, a = a1 + a2, v = v1 + v2,

vr = v1;r + v2;r stb.

Kepler II. kett®sökre K TKP -ben: a tömegközépponttól a bármely
komponenshez húzott vezérsugár azonos id®k alatt

azonos területet súrol.
K 0-ben: a másik komponenshez húzott vezérsugár

azonos id®k alatt azonos területet súrol.
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Kepler III. kett®sökre a3

P2
=

GM �

4� 2

Kett®sök tömeg-, távolság-,
sebesség- és félnagytengely-
arányai (K TKP )

m1

m2
=

r2

r1
=

v2

v1
=

a2

a1

Testek távolsága a tömegközép-
ponttól

r1 =
m2

m1 + m2
� r; r 2 =

m1

m1 + m2
� r

Energiamegmaradás (K TKP ) ETKP =
1
2

�v 2 �
GM � �

r
= konstans

ellipszisre
= �

GM � �
2a

Hiperbolapályákraa $ � a konvencióval,
parabolapályákraa ! 1 konvencióval érvényes.

Perdületmegmaradás (K TKP ) LTKP = �rv ? = konstans=

= �
p

GM � l
ellipszisre

= �
p

GM � a(1 � e2)

Pillanatnyi sebesség kett®söknél
(K 0) v =

s

GM �

�
2
r

�
1
a

�

a-ra az energiamegmaradás el®jelkonvenciója érvényes.

Kett®s inklinációja A pályasík normálisa és a látóirány által bezárt szög.

ˆ Látóirányra mer®leges pályasík eseténi = 0 �

ˆ Látóirányba es® pályasík eseténi = 90�

ˆ Retrográd keringésre90� < i � 180�

Mért radiálissebesség-amplitúdó vr;max = v0 sini

v0: valódi térbeli sebesség

Kizárólag körpályára igaz

Radiális sebesség el®jel-
konvenciója

Pozitív: a meg�gyel®t®l távolodik.
Negatív: a meg�gyel®höz közeledik.
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1.8. Korlátozott háromtest-probléma

Lagrange-pontok Azon pontok a térben, amelyekben egy kis test két,
egymás körül kering® nagyobb test gravitációs

vonzásának hatására azokhoz képest nyugalomban
maradhat egy együttforgó koordináta-rendszerben.

L1 és L2 pontok távolsága a ki-
sebb testt®l L1;2 = a 3

r
m

3M
Az a távolság, amelyen belül stabilan keringhet egy

hold adott égitest körül (Hill-szféra)

L3 pont távolsága a nagyobb test-
t®l

L3 = a
�

1 +
7
12

m
M

�

L4 ésL5 pont távolsága a kisebb
és nagyobb testt®l

L4;5 = a

1.9. Egyéb összefüggések

Felületi sebesség Kepler II-höz dA
dt

=
1
2

L
m

=

p
GMl
2

ellipszisre
=

Aellipszis

P
Egycentrum-probléma esetén igaz

Mer®leges sebesség v? = �d

v[km=s]
? = 4;74� [00=yr] d[pc]

Térbeli sebesség v =
q

v2
k + v2

?

Sajátmozgás � =
p

� 2
� + � 2

� cos2 �

� � �
� �
� t

� � �
� �
� t

Egy állócsillagokhoz rögzített koordinátarendszerben.

Ciolkovszkij-rakétaegyenlet
� v = vg ln

�
m1

m2

�

v�n = vg ln
�

m0

m�n

�
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Longitudinális árapályer® okozta
gyorsulás

a =
2GMR

r 3
r̂

M : árapályhatást kifejt® égitest tömege,R:
árapályhatást elszenved® égitest sugara,r : a két égitest

távolsága

Az árapályhatást elszenved® égitest középpontjától
elfelé mutat.

Roche-határ Azon távolság, amelyen belül egy gravitációsan stabil
objektum (hold) szétszakad egy másik test (bolygó)

árapályereje miatt.

Nem forgó rendszerre:

dR = Rbolygó
3

r
2� bolygó

� hold
= rhold

3

r
2M bolygó

mhold

Kötött tengelyforgásra:

dR = Rbolygó
3

r
3� bolygó

� hold
= rhold

3

r
3M bolygó

mhold

Kis változás a periódusid®ben
vagy fél nagytengelyben

� P
P

=
3
2

� a
a

Feltéve, hogy a központi égitest tömege nem változik.

Gravitációs Gauss-törvény
�

S
g � dA = � 4�GM in

Egy zárt felületen kimen® gravitációs �uxus, amely
kizárólag a zárt felületen belül található tömegt®l függ.
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2. Asztro�zika

2.1. Fotonok és részecskék

Foton energiája E = h� =
hc
�

� : frekvencia,� : hullámhossz

Foton lendülete p =
E
c

=
h�
c

=
h
�

Sugárnyomás � p =
� Ebe

c
=

FA� t
c

=) Frad =
� p
� t

=
FA
c

A: test homlokfelülete,F : adott helyen mérhet® �uxus

Ha a beérkez® foton visszaver®dik,Frad = 2 �
FA
c

Az összefüggés csak mer®leges beesés esetén igaz. Ha a
foton lendületvektorának és a felület normálvektorának
bezárt szöge� , a fenti összefüggés egycos2 � tényez®vel

skálázódik.

Vöröseltolódás z �
� �
� 0

=
� obs � � em

� em
=

� em � � obs

� obs

Doppler-e�ektus Klasszikus közelítés (v � c):

z �
vr

c

Relativisztikus esetben:

1 + z =

s
1 + vr =c
1 � vr =c

, vr = c �
(1 + z)2 � 1
(1 + z)2 + 1

vr : radiális sebességkomponens, távolodás esetén pozitív
A Doppler-e�ektus térbeli mozgásokra érvényes, ezért
pl. kozmológiai vöröseltolódásra nem alkalmazható. A

klasszikus képlet a relativisztikus jó közelítése
vr < 0;1 � c esetben.

A fenti relativisztikus képlet c-hez közeli tangenciális
sebességek esetén csak közelít®leg igaz.

Vonalszélesség vrot ;r;max=c=
W
2

�
1
��

W: vonalszélesség, a forgás miatt kiszélesedett
színképvonal félértékszélessége

Beérkezési ráta � =
F
E 


[� ] = s � 1 m� 2

Gravitációs vöröseltolódás
1 + z =

�
1 �

RSch

Re

� � 1=2

Re: foton kibocsátásának távolsága az objektum
középpontjától

11



2.2. Sugárzástani alapfogalmak

Luminozitás Egy objektum teljes kisugárzott teljesítménye.

L =
� Ekibocsátott

� t
, [L ] = 1 W

Fluxus(s¶r¶ség) Egységnyi felületen (minden irányban) átáramló
teljesítmény.

F =
� E

� t� A
, [F ] = 1

W
m2

Példák:

ˆ Egy forrásról mekkora teljesítmény érkezik be
felületegységenként a távcsövünkhöz.

ˆ Egy forrás felülete felületegységenként mekkora
teljesítményt sugároz ki.

Intenzitás Egységnyi, adott irányra mer®leges felületen, az irány
körüli egységnyi térszögbe kiáramló teljesítmény.

I =
� E

� t� A? �

, [I ] = 1

W
m2 sr

Példák:

ˆ Egy forrás egységnyi térszögér®l érkez® �uxus.
ˆ Egy forrás által egységnyi térszögbe kibocsátott

�uxus.

Monokromatikus/spektrális
�uxus(s¶r¶ség)/spektrális irradi-
ancia

Egységnyi felületen és egységnyi frekvencia- vagy
hullámhossztartományban (minden irányban) kiáramló

teljesítmény.

S� =
� E

� t� A� �
, [S� ] = 1

W
m2 Hz

,

S� =
� E

� t� A� �
, [S� ] = 1

W
m2 nm

.

Monokromatikus/spektrális
intenzitás/spektrális radiancia

Egységnyi frekvencia- vagy hullámhossztartományra
vonatkoztatott intenzitás.

I � =
� E

� t� A? �
� �
, [I � ] = 1

W
m2 sr Hz

,

I � =
� E

� t� A? �
� �
, [I � ] = 1

W
m2 sr nm

.

Jansky 1 Jy = 10� 26 W m� 2 Hz� 1

Térszög 
 =
A
r 2

= 2� (1 � cos� )

� : fél nyílásszög

Ha � kicsi, 
 � � 2�
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2.3. Feketetest-sugárzás

Stefan�Boltzmann-törvény L = "�AT 4 gömbre
= "4�R 2�T 4

" : emisszivitás (abszoltút fekete testre" = 1)

Infravörös tartományban bolygókra" � 1.
Optikai és NIR tartományban csillagokra" � 1.

Albedó � � = 1 � " �

A beérkez® fény mekkora részét veri vissza az objektum.
Az összefüggés csak adott hullámhosszon igaz.

Fluxus és napállandó F =
L

4�d 2
S� =

L �

4�d 2

Wien-törvény � maxT = b= 2;898� 10� 3 m K

Planck-törvény
B � =

2h� 3

c2

1

e
h�

k B T � 1
B � =

2hc2

� 5

1

e
hc

k B �T � 1

[B � ] 6= [ B � ], átváltáshozB � = B � �
c
� 2

ésc = ��

Feketetest-sugárzás eseténB � = I � ésB � = I �

Wien-féle közelítés
B � =

2h� 3

c2
e� h�

k B T

Kis hullámhosszakra érvényes.

Rayleigh�Jeans-közelítés
B � =

2kBT � 2

c2

Nagy hullámhosszakra (pl. rádiótartomány) érvényes.

Spektrális irradiancia S� = B � � S � = B � �

Izotrop módon sugárzó felületelemre igaz.

Fluxus számítása monokromati-
kus �uxusból

F = S� � � = S� � �

� �; � � : sávszélesség

2.4. Magnitúdóskála

Magnitúdóskála m = � 2;5 log10(F ) + konstans
F [W =m2 ]: objektumról beérkez® �uxus

m ésF lehet egy adott színsávbeli vagy bolometrikus.

Pogson-képlet (látszó magnitú-
dók különbsége)

m1 � m2 = � 2;5 log10

�
F1

F2

�

Additív Pogson-képlet mtot = � 2;5 log10 (
P

i 10� 0;4�m i )

Színindex Két (szomszédos) sz¶r®ben mért fényesség különbsége.
Például: mB � mV � (B � V)
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Abszolút fényességek különbsége
M 1 � M 2 = � 2;5 log10

�
L1

L2

�

M ésL lehet egy adott színsávbeli vagy bolometrikus.

Bolometrikus korrekció M bol = M x � BCx

M bol : a teljes hullámhossz-tartományban mért fényesség
M x: adott sz¶r®ben mért abszolút fényesség

Ha BCx pozitív, a negatív el®jelet válasszuk. A lényeg,
hogy számértékbenM bol < M x:

Távolságmodulus m � M � � = � 5 + 5 log10 d[pc]

Felületi fényesség S = m + 2;5 log10 A [" 2 ]

2.5. Extinkció

Extinkció (fényelnyelés, fényszó-
ródás)

Ax = � mx = axd

ax: tipikus extinkció, általában [ax] =
mag
kpc

Észlelt fényesség mobs = m0 + A

m0: csillag látszó fényessége extinkció hiányában

Száms¶r¶ség n =
�

mrészecske
=

N
V

Közepes szabad úthossz �l =
1

n�
� : hatáskeresztmetszet

Optikai mélység (� ) I = I 0e� �

mobs � m0 � A = � 2;5 log10

�
I
I 0

�
= � � 2;5 log10 e

Színexcesszus EB � V = ( B � V)obs � (B � V)0 = AB � AV

Észlelt színindex (B � V)obs = ( B0 + aB d) � (V0 + aV d) =
(B � V)0 + ( aB � aV )d

Vörösödés RV =
AV

AB � AV
=

AV

EB � V
= 3;2

Távolságmodulus extinkcióval mobs � M = � 5 + 5 log10 d[pc] + A

Légtömeg X =
1

cosz
= secz

60� -nál kisebb zenittávolságokra érvényes

Légköri extinkció mobs = m0 + k� X = m0 + ( � � 2;5 log10 e)X

m0: légkörön kívül mért fényesség,k� : extinkciós
együttható, X : légtömeg
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2.6. Bolygók és csillagok

Bolygó egyensúlyi h®mérséklete
Tp = Ts(1 � � )1=4

r
Rs

2a
4��R 2

sT4
s

4�a 2
(1 � � )R2

p� = 4 ��R 2
pT4

p

Tömeg-luminozitás reláció L / M � ; � � 3;5

F®sorozati csillagokra érvényes.

F®sorozaton töltött id® tMS =
E tot

L
/

M
L

/ M 1� � � M � 2;5

Csillag sugárzás miatti tömeg-
vesztése

dM (t)
dt

= �
L(t)
c2

Proton-proton (p-p) ciklus 4 p+ =) 4He2+ + 2 e+ + 2 � e + 2 


Pulzáló változócsillag A maximális fényességhez maximális h®mérséklet, és
minimális sugár tartozik.

Példák: RR Lyr, cefeidák,� Sct, mirák, � Cep

Schwarzschild-sugár RSch =
2GM

c2

Az a sugár, amely alatt egyM tömeg¶ objektum fekete
lyukká válik, továbbá egyM tömeg¶ fekete lyuk sugara.

2.7. Kett®scsillagok és tranzitok

Kontaktusok id®pontjai

Sugarak aránya R1

R2
=

1 � td� a

tc� b

1 + td� a

tc� b

=
tb� a

tc� a

H®mérsékletek aránya T1

T2
=

� 2;max

� 1;max

Luminozitások aránya L1

L2
=

�
R1

R2

� 2 �
T1

T2

� 4

Exobolygótranzit mélysége � F
F

=
R2

bolygó

R2
csillag
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3. Optika

3.1. Alapvet® összefüggések

Nagyítás N =
f objektív

f okulár
=

Dbelép®

Dkilép®
=

tan �
tan �

N valójában szögnagyítás.

Fényer® f obj =D.
Jelölés:f=(fényer®).

Felbontóképesség � [rad] = 1;22
�
D

A legkisebb szögtávolság két objektum között, amely
esetén még fel tudjuk ®ket bontani.

Képskála p =
� �
� s

=
1

f obj

� s = f obj � tan � � � f obj � � =) p �
� �
� s

=
1

f obj

Okulár látómezeje � látszó =
� névleges

N
Távcs® látómezeje (csillagátvonu-
lás) � látszó = 2 �

t
23h56m4s

� 360� � cos�

Leképezési törvény 1
f

=
1
k

+
1
t

El®jel-konvenció:

ˆ Valódi kép: k > 0, virtuális kép: k < 0

ˆ Valódi tárgy: t > 0, virtuális tárgy: t < 0
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Dioptria d =
1
f

Dioptriák összeadása 1
f

=
1
f 1

+
1
f 2

Ha a lencsék közötti távolságd:
1
f

=
1
f 1

+
1
f 2

�
d

f 1f 2

Tubushossz L = f objektív + f okulár

Távcsöves határmagnitúdó
mt = msz + 5 log

�
D t

Dp

�

msz � 6m: szabad szemes határmagnitúdó,Dp: pupilla
átmér®je (kb. 6 mm)

Gömbtükör fókusztávolsága f = R=2

R: görbületi sugár

Interferométer felbontása � [rad] �
�
B

B : bázisvonal

Spektrális felbontás R =
�

� �
� � : legkisebb észlelhet® hullámhosszkülönbség

Törésmutató n =
c0

c
c0: vákuumbeli fénysebesség,c: közegbeli fénysebesség

Snellius�Descartes-törvény n2

n1
=

sin� 1

sin� 2
=

c1

c2

� 1;2: a felület normálvektora és a fénysugár irányvektora
által bezárt szögek

Vékony lencse fókusztávolsága 1
f

= ( n � 1)
�

1
R1

+
1

R2

�

n: lencse közeghez viszonyított relatív törésmutatója,
R1;2: görbületi sugarak, konvex felületnél pozitív
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3.2. Távcs®típusok

Galilei-távcs®

Okulár: szórólencse

Kepler-távcs®

Okulár: gy¶jt®lencse

Newton-távcs®

Paraboloid f®tükör, sík segédtükör

Cassegrain-távcs®

Paraboloid f®tükör, hiperboloid segédtükör

Schmidt-távcs®

Gömbi f®tükör, el®tte korrekciós lemez

3.3. Távcsövek leképezési hibái

Gömbi hiba

A lencse vagy tükör az optikai tengelyt®l távol bees®
fénysugarakat máshova fókuszálja, mint az ahhoz

közelieket.
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