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1. Egi mechanika

1.1. Egycentrum-probléma

A két toémegpont egyikét nyugvonak tekintjik, s a masik pont mozgasat vizsgaljuk ezen pont

koriil. m < M esetben jo kozelités.

Gravitacios erétorvény ~ GMm
F, = >
Gravitacids er6torvény, vektorid- GMmr
lis alak Fo=——3%—-
r2 r
Gravitacios gyorsulas _ Fy _ GM
m r?
Gravitacios potencialis energia U— GMm
,
Korpalya sebessége (I. kozmikus GM
sebesség) = ,
Szokési sebesség (I1. kozmikus se- 2GM

besség)

U1 = T = \/§UI

Pillanatnyi sebesség ellipszispé-
lyan

()

Ellipszispalyan mozgd test Ossz- B GMm
energiaja Gssz 7 T o,
i 5 1 GM GM
Energiamegmaradas o §mv2 B M onstans — — . m
r a

Kepler 1., eredeti alak

A bolygok olyan ellipszispalyan keringenek, amelyek
egyik fokuszpontjaban a Nap all.

Kepler II., eredeti alak

A Naptol a bolygbéhoz huzott vezérsugar azonos idék
alatt azonos teriiletet sirol.

Kepler III., eredeti alak

A bolygok Nap koriili palyajanak a fél nagytengelye és
P keringési periodusa kozott a kovetkezs Osszefiiggés all

fenn:
a3
i = konstans = 1
Kepler III. szolaris egységekkel G?CSE]
P2 = Mol
[yr]
Virialtétel —2(K) = (U)

Gravitéacios kotési energia (poten-
cialis energia)

A minimalis energia, amelynek abszolut értékét egy
rendszerhez kell adni, hogy megsziinjon gravitaciésan

kotott rendszer lenni.
3GM?

oR

Homogén siirtségeloszlast gomb esetén: U = —

Perdiiletmegmaradéas

L = mrv, = konstans
Nem csak a perdiiletvektor hossza marad meg, hanem
az irdnya is = sikpalya




Egitest perdiilete

L = mv/GM e my/GMa(l — e?)

Péalyaenergiak

GMm
2a

Ellipszis: £ = —

Parabola: £ =0

GMm

Hiperbola: £ = +
2a

Sziderikus és szinodikus keringési
id6

e Retrograd keringésre:

Sziderikus: valos keringési id6, allocsillagokhoz kép-
esti elmozduléas alapjéan.

Szinodikus: két azonos bolygohelyzet kozott eltelt
idé.
11 1
Tuin  Thess  Thiiss
1 1 1

szin Ti)elsc’i Tkiilsé

Prograd keringésre:

1.2. Ellipszis tulajdonsagai

Ellipszis palyaelemei

™ Fy c a F /

a: fél nagytengely, b: fél kistengely, c: linearis
excentricitas, [: semi-latus rectum, rp:
pericentrum-tavolsag, r,: apocentrum-tavolsag,
F o: fokuszpontok

Ellipszis excentricitésa

o= ¢ b ra—Typ
a a2 ratrp
Ellipszis tertilete A= abr
Pericentrum, apocentrum tévol- o =a(l —e)
saga, ra = a(l +e)

Egyéb osszefiiggések




Semi-latus rectum ({)

[ =a(l—e?)

Peri- és apocentrum-tavolsag at-
laga

Ty + Ta .

1.3. Palyaelemek

a - Fél nagytengely

A palya fél nagytengelye

e - Excentricitas

A pélya elnyultsaga

1 - Inklinéci6

A palyasik és a latoirany altal bezart szog

w - Pericentrum argumentuma

A palyasikban a felszall6 csomo6tol a pericentrumig,
pozitiv iranyban mért szog

Q) - Felszalld csomd hossza

Az alapsikban az alapiranytol (4lt. a tavaszpont) a
felszallo csomoig, pozitiv iranyban mért szog

7 - Pericentrum-atmenet

A keringd test (egyik) pericentrum-atmenetének
idépontja

1.4. Hiperbolapalyak

Hiperbola pélyaelemei

a: fél nagytengely, b: impakt paraméter, c: linearis
excentricitéas, [: semi-latus rectum, 6g: szorédasi szog,
F o fokuszpontok

Hiperbolapalya energia- és perdii-
letmegmaradésa

5 1 5, GMm

= konstans

Altalanos sebességképlet

Egyéb Osszefiiggések




1.5. Parabolapalyak

Parabola palyaelemei

o~

vezéregyenes
&>

[: semi-latus rectum, F': fokuszpont

Parabolapélya energia- és perdii- E— 1, GMm —0
letmegmaradasa 2
L =mrpv, = mrvg— m./2G \[rp nvGMI
Altalanos sebességképlet 2GM
v =
r

1.6. Palyak polarszoges paraméterezése

Anomaliak

Szogek, amelyek paraméterezik, hogy egy objektum hol
jar a palyajan. Mindegyiket a pericentrumtol mérjiik, a
keringés irdnyaban.
e Valodi anomaélia (v): szog a palyan a
fokuszpontbol nézve
e Excentrikus anomaélia (E): az objektum helyzetét
a nagytengelyre merdlegesen vetitjiik az ellipszis
koré irt korre, a helyzetét a kdzéppontbol mérjiik
e Kozépanomalia (M): ha az objektum a koréirt
korpalyan keringene, ennyi lenne FE;
M=2(t—7)

C,
! e-a

v: valodi anomaélia, P: \alodl helyzet
P': vetitett helyzet




. 2
Kepler 'eg)ienle“c o M=F—esinF — —W(t —7)
(ellipszispélya id6fiiggése) P
M: kozépanomalia, F: excentrikus anomalia,
7: legutobbi pericentrum-atmenet idépontja
Anomalidk kozotti Osszefiiggés v 1+e E
tan (—) = tan { —
2 1—e 2
Pillanatnyi koordinéatak r = a(cos F — e)
y=>bsink
Palya egyenlete polarkoordina- _a(l—e*) 1 I
tékkal r_l—i—ecosy_a( ~ecos E)
5 ¢ GM
Merdéleges sebesség o= m (14 ecosv)
Radiélis sebesség ~ GMm .
v = (esinv)

1.7. Kéttest-probléma

Az egycentrum-problémaval ellentétben nincs rogzitett tomegpont, mindketts szabadon mozog.

Jelbléskonvencio: jelolje Krgp a tomegkozépponti inerciarendszert, K’ pedig az egyik (a szim-
metria miatt tetszélegesen megvalaszthato) komponens vonatkoztatasi rendszerét. Jelolje r;, v;,
a; sth. (i € {1,2}), az egyes testek a tomegkozépponthoz viszonyitott mennyiségeit, r, v, a stb.
pedig a relativ (K’-bdl tekintett) mennyiségeket.

Redukalt tomeg (i) és Gssztomeg = 2 Mo = my 4+ my
(Mz;) my + Mme
Redukalt kéttestprobléma A keéttestprobléma K’-be attérve egy analog

egycentrumprobléméra redukalodik, amelyben egy

rogzitett My koriil p tomeg kering. Az analogia K’
relativ pozicidit, sebességeit stb. adja meg, valamint a
kéttest-rendszer Krkp-ban vett energidjat és perdiiletét.

Kepler I. kett&sokre Krkp-ban: a két komponens megegyez6 excentricitasi
(e1 = ey), kupszelet alaku palyakon kering, a TKP
mindkettének egyik fokuszpontja.

K’-ben: a masik test a két komponenssel megegyezs
excentricitast (e = e; = ey), kipszelet alaka palyan
kering, melyen a hossz- és sebesség-jellegii mennyiségek
osszeadodnak, pl. r =1y +1ry, a = ay + as, v = vy + Uy,
Uy = U1, + Vg, stb.

Kepler II. kett&sokre Krkp-ben: a tomegkozépponttol a barmely
komponenshez huzott vezérsugar azonos idék alatt
azonos teriiletet surol.

K’-ben: a masik komponenshez huzott vezérsugar
azonos iddk alatt azonos teriiletet strol.




Kepler III. kettésokre

P2 472

Kettgsok  tomeg-,  tavolsag-, my rs Ve ay
sebesség-  és  félnagytengely- T T T o
arémyai (KTKP) 2 ! ! !
Testek tavolsaga a tomegkozép- M2
ponttol Yt me T i+ me

i 5 1 G M- ipezi G M-
Energiamegmaradas (Krkp) Ergp = 3 NU2 _ D konstans ellipszisre 2@2#

Hiperbolapalyakra a <+ —a konvenciéval,
parabolapélyadkra a — oo konvenciéval érvényes.

Perdiiletmegmaradas (Krxp)

Lrgp = prv, = konstans =

= uv/GMsxl clipzzire /G Msa(l — e2)

Pillanatnyi sebesség kett&soknél
(K')

o (i)

a-ra az energiamegmaradas elGjelkonvencioja érvényes.

Kettds inklinacioja

A palyasik normalisa és a latoirany altal bezart szog.
e Latoiranyra merdleges palyasik esetén ¢ = (°
o Latoiranyba esd palyasik esetén 7 = 90°

e Retrograd keringésre 90° < ¢ < 180°

az éggomb
érintésikja

valédi palyasik

Meért radiélissebesség-amplitido

Ur max = Vg SIN &
vo: valodi térbeli sebesség

Kizarolag korpalyara igaz

Radiélis
konvencidja

sebesség elGjel-

Pozitiv: a megfigyel6tdl tavolodik.

Negativ: a megfigyel6hoz kozeledik.




1.8. Korlatozott haromtest-probléma

Lagrange-pontok Azon pontok a térben, amelyekben egy kis test két,
egymas koriil keringé nagyobb test gravitacios
vonzésanak hatasara azokhoz képest nyugalomban
maradhat egy egyiittforgé koordinata-rendszerben.

............................ L
Ly és Ly pontok tavolsaga a ki- [ m
sebb testtsl 12 3M

Az a tavolsag, amelyen beliil stabilan keringhet egy
hold adott égitest koriil (Hill-szféra)

L3 pont tavolsaga a nagyobb test- B 7 m
Ly és L5 pont tavolsaga a kisebb I —a
és nagyobb testtol 45—
1.9. Egyéb osszefiiggések
Feliileti sebesség Kepler I1I-hoz dA 1L GMI clipszisre Aellipszis
dt 2m 2 - P

Egycentrum-probléma esetén igaz

Merd6leges sebesség v = pd
oS = 4 74yl v glee

Térbeli sebesség v — /Uﬁ 02
Sajatmozgas = /i + p2 cos?o

Ad Aa

Ho="ny He="A¢
Egy allocsillagokhoz rogzitett koordindtarendszerben.

ma

mo
Vfin = Vg In -
fin

Ciolkovszkij-rakétaegyenlet Av = v, ln (ml)




Longitudinalis arapalyers okozta o 2GMR
gyorsulas r3

r
M arapalyhatast kifejts égitest tomege, R:
arapalyhatast elszenvedé égitest sugara, r: a két égitest
tavolsaga
Az arapalyhatast elszenvedd égitest kozéppontjatol
elfelé mutat.

Roche-hatéar Azon tavolsag, amelyen beliil egy gravitacidosan stabil
objektum (hold) szétszakad egy masik test (bolygo)
arapalyereje miatt.

2 olyed 20, olygd
dr = Rbolygs { Pholygd _ . hold { bolve
Phold Mhold
Kotott tengelyforgasra:
3 bolyed 3Mbol (o)
dR = Rbolygo 3/ 2Lbolyg = Thol Ye
Phold Mhold
Kis valtozas a periddusidében AP _ 3 &
vagy fél nagytengelyben P 2 a

Feltéve, hogy a kozponti égitest tomege nem valtozik.

Gravitacios Gauss-torvény g dA = —47GM,
- m

" .o S . . .
gy zart feliileten kimend gravitacios fluxus, amely
Eg; t feliileten I gravit fl : Iy
kizarolag a zart feliileten beliil talalhato tomegtol fiigg.

10



2. Asztrofizika

2.1. Fotonok és részecskék

Foton energiaja F—hy— he
A
v: frekvencia, A\: hulldimhossz
Foton lendiilete E hw h
p = ——= — = —
c c A
Sugarnyomés  AEy,,  FAAt _Ap FA
Ap =t - Foa= 22 =2
IS < S At ¢ |
A: test homlokfeliilete, F: adott helyen mérhets fluxus
FA
Ha a beérkezé foton visszaverddik, Fl,g =2 - —
c
Az Gsszefiiggés csak merdleges beesés esetén igaz. Ha a
foton lendiiletvektoranak és a feliilet normalvektoranak
bezéart szoge 0, a fenti dsszefiiggés egy cos? § tényezével
skalazodik.
Voroseltolodas — & _ )\obs - /\em _ Vem — Vobs
)\0 )\em VObS
Doppler-effektus Klasszikus kozelités (v < ¢):
Uy
2
c

Relativisztikus esetben:

L4 ze /1+vr/c, vr:c-(1+z)2_1
1—uv/c (14+2)2+1
v, radialis sebességkomponens, tavolodas esetén pozitiv
A Doppler-effektus térbeli mozgésokra érvényes, ezért
pl. kozmologiai voroseltolodasra nem alkalmazhato. A
klasszikus képlet a relativisztikus jo kozelitése
v < 0,1 - ¢ esetben.
A fenti relativisztikus képlet c-hez kozeli tangencialis
sebességek esetén csak kozelitSleg igaz.

Vonalszélesség

w1

2

W: vonalszélesség, a forgas miatt kiszélesedett
szinképvonal félértékszélessége

Urot,r,max/c =

Beérkezési rata

F
T

6] =5 w2

Gravitacios voroseltolodas

Rsan\ 7
R,

R.: foton kibocsatésanak tavolsaga az objektum
koézéppontjatol

1+z:(1—

11



2.2. Sugarzastani alapfogalmak

Luminozités Egy objektum teljes kisugarzott teljesitménye.

Al;i ocsato
I = kibocsatott L] =1W

At ’
Fluxus(stiriiség) Egységnyi feliileten (minden irdnyban) ataramlo
teljesitmény.
AFE W

Példak:
e Egy forrasrol mekkora teljesitmény érkezik be
feliiletegységenként a tavesoviinkhoz.
e Egy forras feliilete feliiletegységenként mekkora
teljesitményt sugéroz ki.

Intenzitas Egységnyi, adott iranyra merdleges feliileten, az irdny
koriili egységnyi térszoghe kiaramlo teljesitmény.

B AFE . W

T AtAALAQ B

e Egy forras egységnyi térszogérdl érkezd fluxus.
e Lgy forras altal egységnyi térszdgbe kibocsatott

fluxus.
Monokromatikus/spektralis Egységnyi feliileten és egységnyi frekvencia- vagy
fluxus(stirtség) /spektralis irradi- | hullamhossztartomanyban (minden iranyban) kiaramlo
ancia teljesitmény.
AFE W
S =g O] =1—,
AtAAAY [54] m? Hz
AFE W
Sy = —— Sy =1 .
RNV VS U R e
Monokromatikus/spektralis Egységnyi frekvencia- vagy hullimhossztartomanyra
intenzitas/spektralis radiancia vonatkoztatott intenzités.
AFE W
I, = s L=l
AtAA | AQAY m?2sr Hz
AFE W
I, = L]=1—.
V= maaaoay Ml
Jansky 1Jy =107 W m2 Hz !
. . A
Térszog Q= — =2n(1—cosp)
r

p: fél nyilasszog

Ha p kicsi, Q ~ p?n

12




2.3. Feketetest-sugarzas

Stefan—Boltzmann-térvény L = co AT 880 pr R25T4

e: emisszivitas (abszoltut fekete testre e = 1)

Infravoros tartomanyban bolygokra € ~ 1.
Optikai és NIR tartomanyban csillagokra ¢ ~ 1.
Albedo ay=1-—e\

A beérkezd fény mekkora részét veri vissza az objektum.
Az Osszefiiggés csak adott hullamhosszon igaz.

Fluxus és napalland6 _ L _ Le
4rd? © 7 4nd?
Wien-torvény Amax] =b=2,898-1072 m K
-tOTVé 2hv3 1 2hc? 1
Planck-térvény B, = ;/ _ B, = g _
___________________ Coemrol N w1
[B,] # [B,], atvaltashoz By, = B, - % és c = v
Feketetest-sugarzas esetén B, = [, és B) = I,
. , .. 2L 2 3 v
Wien-féle kozelités B, — 2h2u e_k}fTT
c
Kis hullAmhosszakra érvényes.
Rayleigh—Jeans-kozelités B — 2kpTV?
|72 62

Nagy hullamhosszakra (pl. radidtartomény) érvényes.

Spektralis irradiancia S, =Bt S,=DB7

"""""" Tzotrop modon sugarzo feliletelemre igaz.
Fluxus szamitasa monokromati- F=5AN=5Av
kus fluxusbol AN, Av: savszélesség

2.4. Magnitudéskala

Magnitudoskala m = —2,5log;o(F) + konstans
FIW/m?], objektumrol beérkezd fluxus

m és F' lehet egy adott szinsavbeli vagy bolometrikus.

Pogson-képlet (latszo6 magniti- . F

dok kiilsnbsége) my —my = —2510gyg | -

Additiv Pogson-képlet Mot = —2,51ogy, (3, 10704m:)

Szinindex Két (szomszédos) szlir6ben mért fényesség kiilonbsége.

Példaul: mp — my = (B —V)
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Abszolut fényességek kiilonbsége

Ly
M és L lehet egy adott szinsavbeli vagy bolometrikus.
Bolometrikus korrekcio My = M, += BCy

My,or: a teljes hullamhossz-tartoméanyban mért fényesség
M adott sztir6ben mért abszolut fényesség

Ha BC\ pozitiv, a negativ elGjelet valasszuk. A lényeg,
hogy szamértékben M, < M.

m Tévolsagmodulus m— M = = —5+ 5log,, dP
Feliileti fényesség S =m +25log,, A

2.5. Extinkcio

Extinkcié (fényelnyelés, fényszo- Ay = Amy = ayd
‘4 mag
rodas) ay: tipikus extinkcio, altalaban [ay| = - °
pc

Eszlelt fényesség Mobs = Mo + A
mo: csillag latszo fényessége extinkcié hianyaban

I Szamstrtiség P N

" Myészecske - V
Kozepes szabad tuthossz [— 1
no
o: hatéskeresztmetszet
Optikai mélység (7) I=1Ie "
1
Mobs — Mo = A = —2,51ogy, (I_) =7-2,5logy e
0
Szinexcesszus Ep v=(B—=V)ops— (B=V)y=Ap — Ay
Eszlelt szinindex (B—=V)ors = (Bo+ap d) — (Vo +ay d) =
(B — V)o + (CLB — av)d
Vorosodés Ry — v Aav 3.2
Ap— Ay  Ep_y
Tavolsagmodulus extinkcidval Mobs — M = —5 + 5logy, dPel + A
Légtomeg X — — sec
coS 2

60°-nal kisebb zenittavolsagokra érvényes

Légkori extinkcio Mobs = Mo + kaX =mg + (7 - 2,5log;p ) X

myg: légkoron kiviil mért fényesség, ky: extinkcios
egylitthato, X: légtomeg
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2.6. Bolygok és csillagok

Bolyeg6 egyensilyi hémérséklete R
ygo egyensily T, = 71 — ), [ B
_________________________________________________ 2
dno R?TH ) —
47ra52 (1 —a)Rim = Ano R2T
Toémeg-luminozitas relacio Lx M «a=35
Fésorozati csillagokra érvényes.
s, . . . P E M
F&sorozaton toltott idd fags = tot M piea o 25
L L
Csillag sugarzas miatti tomeg- dM(t)  L(t)
vesztése & = 2

. Proton-proton (p-p) ciklus

4pt = “*He* + 2e" + 21, + 27

Pulzalo valtozocsillag

A maximélis fényességhez maximalis hémérséklet, és
minimélis sugér tartozik.

Példak: RR Lyr, cefeidék, 0 Sct, mirak, 5 Cep

Schwarzschild-sugér

2GM

RSCh - 2
C

Az a sugar, amely alatt egy M tomegi objektum fekete
lyukka valik, tovabba egy M tomegi fekete lyuk sugara.

2.7. Kettdscsillagok és tranzitok

Kontaktusok idépontjai

Sugarak aranya R, 1- Z‘—:: tya
Ry 143 tea
Hoémérsékletek arédnya E A2 max
T2 B )\l,max

Luminozitasok aranya

L _ (B (LY
L, \R&) \%

Exobolygoétranzit mélysége

AF o Rlz)olygé
F R

csillag
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3. Optika

3.1. Alapvet6 Osszefiiggések

Nagyités N — Jobjertsy _ Deleps _ tan 3
_________________________ Joar  Diieps  tane
N valdjaban szognagyitas.
Objektiv Okul4r
[— .
Tavoli objektum o “ _ 1B
Leképezés a_w-/—égtelenben
Fényers fovi/D.
Jelolés: f/(fényerd).
Felbontoképesség glradl — 1 99 A
D
A legkisebb szogtavolsag két objektum kozott, amely
esetén még fel tudjuk ket bontani.
Képskila D= & _ 1
__________________________________ As o
:L—\,/I
16,
Lencse il,"l
/'l 95 fobj
S~
'Ts’l Detektor
Af 1
As = fopi -tan Al = ;i A) = p= — =
.f obj .f obj As fobj
Okulér latomezeje 9 _ Brevieges
latsz6 —
N
Téavess latomezeje (csillagatvonu- t .
lé.S) elétszé =2- m - 360° - cosd
11 1

Leképezési torvény

ElGjel-konvencio:
e Valodi kép: k > 0, virtualis kép: £ < 0

e Valodi targy: ¢ > 0, virtualis targy: ¢ < 0
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Dioptria

Dioptridk 6sszeadasa

. Haalencsck kozdtti tavolsag =
1 1 1 d

IR R TR

Tubushossz

L= fobjektiv + fokulér

Tavesoves hatarmagnitido

Dy
my = Mg, + 5log o
p

M, ~ 6™: szabad szemes hatarmagnitado, D,: pupilla
atmeérgje (kb. 6 mm)

Gombtiikor fokusztavolsaga f=R/2
R: gorbiileti sugar
Interferométer felbontasa glrad] A, A

B: bazisvonal

4 1 + 1
1 /7 | 4
| 1 1 4
| / 1 Vi
1 /'~ 1 /
1 4 ~ o N 1 7
B sin\B\ SN
< B >
Spektralis felbontas R L
AN
A\: legkisebb észlelheté hullamhosszkiilonbség
Torésmutato n =20
c

co: vakuumbeli fénysebesség, c: kozegbeli fénysebesség

Snellius-Descartes-torvény

ny sinf; ¢

nq sin 62 Co
012: a feliilet normélvektora és a fénysugar irdnyvektora
altal bezart szogek

Vékony lencse fokusztavolsaga

n: lencse kdzeghez viszonyitott relativ torésmutatoja,
R, »: gorbiileti sugarak, konvex feltiiletnél pozitiv
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3.2. TavcsGtipusok

Galilei-tavess

f L =

Okular: szorolencse

Kepler-tavess

=

Okulér: gytjt6lencse

Newton-tavess

Bl

(———

Paraboloid f6tiikor, sik segédtiikor

Cassegrain-tavesé

——— ¢

Paraboloid f6tiikor, hiperboloid segédtiikor

Schmidt-tavess

Gombi fotiikor, eltte korrekcios lemez

3.3. Tavcsovek leképezési hibai

Gombi hiba

A lencse vagy tiikor az optikai tengelytdl tavol beesd
fénysugarakat mashova fokuszélja, mint az ahhoz
kozelieket.
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Szini hiba

A lencse a kiilonb6z§ hullamhosszusagu fénysugarakat
méashova fokuszalja.

Koémahiba
Az optikai tengelytdl nagy tavolsagra 1évs, nagy
nyilasszogd fénysugarak més mértékben tériilnek el.
Asztigmatizmus

A tavess fokusztavolsaga eltérs fliggsleges és vizszintes
irdnyban. Az abra vizszintes iranyban fokuszalt tavesé
altal szolgaltatott képet mutat.

3.4. Iranyok a tavcsGben

Iranyok az égbolton

Dél felé fordulva a zenitben az alabbi irdnyok
érvényesek:

E
Ny

Nyugati irany

A csillagok a latomezsbdl mindig nyugati iranyban
mennek ki.
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Tavess forgatasa zenittiikor nél- | Elforgatva ugyan, de az égboltinak megfelels koriiljarasi
kiil irany lathato a latomezében, kézéppontosan tiikrézott a
kép. Reflektorok (pl. Newton-téavess) esetén is csak
elforgatott a kép, a koriiljarasi irany nem moédosul.

Tavess forgatasa zenittiikorrel Tengelyesen tiikrozott és elforgatott a kép:
E
Ny

3.5. CCD detektorok

Kvantumbhatasfok (n) N =1 dN y
Tt ?

T 2 - N 2 P
N,: észlelt fotonok széma, % fotonok beérkezési

rataja, texp: expozicios ido6

Erdsitési tényezd (gain) Gl
— GIADU]
St jel

ADU: Analog Digital Unit; ilyen egységekben tarolja a
képfajl az egyes pixelek észlelt fényességét.

Eszlelt jel zaja (photon shot noi- Ops = /Ny
se) N.,: forrasbol detektalt fotonok szama

A detektalt fotonok szama Poisson-statisztikat kovet.
Kiterjedt forrasbol deketalt jel za- Ops, kit = \/Tp - Niit, 1 px * texp = /Ny, kit

ja

J [Niit, 1 px) = foton/px/s

np: az objektum képe altal lefedett pixelek szama
Feltéve, hogy a feliileti fényesség homogén.

Kiolvasasi zaj (readout noise) or = \/np - N2

N;,: pixelenkénti kiolvasasi zaj

Sotétzaj (dark noise) 04 = /Np - Na - texp

Ng: pixelenkénti és idGegységenkénti sotétaram

A sotétaram-elektronok szama Poisson-eloszlast kovet.

Jel-zaj arény E _ Ny, forrss
N \/N'y, forrés+N,héttér+np'N1~2+np.Np'teXP

A zajforrasok fliggetlennek tekinthetGek, igy azokat
négyzetesen osszeadhatjuk.
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4. Szférikus csillagaszat

Fontos! A Képletgytijtemény az azimut magyar konvenciojat koveti.

4.1. Alapvetd Osszefiiggések

Azimut Magyar konvenci6: A-t a déli irdnytol mérjik
””””””””” IOAA-konvencio: A-t északtol mérjiik |
Atvaltas: Aioaa = Anun £ 180°; 0° < A < 360°
Depresszioszo R
p & cosf = T h
Horizont tévolsaga d=+2Rh+ h?~+v2Rh hah< R
Lathatosagi feltételek Eszak:

Cirkumpoléris: 6 > 90° — ¢
Sosem kel fel: § < ¢ — 90°

Cirkumpoléris: § < —90° — ¢
Sosem kel fel: & > 90° + ¢

Légkori refrakcid

1 = 0,5° a horizont kdzelében
Megemeli az objektumot = hyaiss < Riatszo

Trigonometrikus
nyek megoldasai

fliggveé-

sinae =b — «y = arcsinb + 27k
oy =7 —arcsinb + 27k; k€ Z

cosae = b =— «y = arccosb + 27k
a9 = 27 — arccosb + 2wk; k€ Z

Gombhéaromszogekre alkalmazva:

Héaromszog-egyenlétlenség igaz

Nagyobb oldallal szemben nagyobb szog

e T<a+fB+y<3m
e at+b+c<3rm
4.2. Koordinata-rendszerek
Rendszer H Alapsik Alapirany Szélesség  Hossziusag — Koriiljaréds
Horizontalis horizont déli irany h A (0°—360°)  negativ
I. ekvatorialis égi egyenlitd déli irany ) t (O — 241) negativ
II. ekvatorialis égi egyenlits tavaszpont ) a (0F —24M) pozitiv
Ekliptikai ekliptika tavaszpont Ié; A (0° —360°) pozitiv
Galaktikus Tejutrendszer sikja Tejutrendszer kozéppontja b [ (0° — 360°) pozitiv

21




Zenittavolsag z2=90°—h
DelelQ obJekt,um horizont h = 90° — |p— 0|
feletti magassaga

Félnapi iv cost = —tand tan g
Horizont felett tartézkodas 24h
ide; T=92 ——
ldeje 23h56m4s

Oraszog altalanos h hori-

sin h — sin d sin ¢

zont feletti magassagnal cost = COS 0 COS
Nap koordinatainak idéfiig- - 360° : .
gése )\@ (t) = m(t — to) Sin (5@ = Sln € sin )\@

tan ag = cosetan \g
to: tavaszi nap-¢éj egyenlGség idépontja

Korpalyat feltételezve — fiktiv ekliptikai kdzépnap

Horizontéalis-ekvatorialis at-
valtés

Ekvatoridlis-ekliptikai  at-
valtas

P: égi polus, 1I: ekliptikai polus, C: csillag

Ekvatoridlis-galaktikus at-
valtas

P: égi polus, G: galaktikus polus, C': csillag
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4.3. Gombharomszogtan

Gombhéaromszog részei

Gombhéaromszogtani  szi- sina _ sinb  sinc

nusztétel sinaw  sinf  sinvy

Gombharomszogtani koszi-

. cosa = cosbceosc + sinbsin ccos «
nusztétel oldalakra

Gombharomszogtani koszi-

nusztétel szdgekre cos = — cos f cosy + sin fsiny cosa
Gombhéaromszog térszoge Ol =a+B4+y—m
Gombhéaromszogtani tévol- cos d = sin g sin @y + oS Y1 €os Y3 cos(Ay — Aq)

sagképlet 1,2t a két pont altalanos szélességi koordinatai,

A12: a két pont altalanos hossztisagi koordinétai

Kis téavolsag gémbhéarom-
szO0gon

d = vVAS? + Aa? cos?

4.4. 1d6szAamitas

Csillagidg LST = a + 1t = Qqelels = tp
trp: tavaszpont oraszoge
Zo6naidé LT =UT+k
UT: koordinalt vilagids, k: idézona
Csillagids-varazsképlet 24h
LST =GSTog+ A+ —— (LT — k&
0 AT anggmas )

GSTy: greenwichi csillagid6 aznap éjfélkor, \: hosszisagi
korrekcio

Hosszusagi korrekcid N 24h N
360°7°

Ag: foldrajzi hosszusag

A keleti hossziséag pozitiv, a nyugati pedig negativ.

[d6szamitas maradéka Ha id6szamitasnal 24"-nal nagyobb vagy 0"-nal kisebb érték
jon ki, vegytik a 24-es maradékat!
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Greenwichi éjféli csillagidd

h

24
To=12P+ —— (t —¢
G5To * 365,2422d( 0)

Planetariumi becsléshez:

Havonta 2"-t véltozik az éjféli csillagidé.

Napdefiniciok e Csillagnap/sziderikus nap: Egy allocsillag két delelése
kozt eltelt id6: 23"56™49
o Kozépszolaris nap: 24"
e Szolaris nap: A Nap két delelése kozt eltelt id6 (nem
egyenletes).
Evdefiniciok

e Sziderikus év: Annyi id6, amennyi a Foldnek kell, hogy
a Napot egyszer megkeriilve az allocsillagokhoz képest
ugyanoda keriiljon: 365,256364

e Tropikus év: A Nap tavaszponton torténd két egymast
kovets dthaladasa kozott eltelt ids: 365,24219¢

Fold precesszidjanak perio-
dusa

1 1 1
- - © Toree & 26 000 yr
Tprec ﬂropikus ]jsziderikus P

Fiktiv ekliptikai kozépnap

Fiktiv égitest, amely egyenletes szogsebességgel halad az
ekliptikan, tgy hogy periddusideje pontosan megegyezik a
valodi Nap periodusidejével, és azzal mindig akkor talalkozik,
amikor a Fold perihéliumban van.

Fiktiv egyenlitsi kozépnap

Fiktiv égitest, amely az égi egyenlitén halad egyenletes
szogsebességgel, periodusideje megegyezik a fiktiv ekliptikai
kozépnapéval, és azzal a tavaszpontban talalkozik.

Valodi szoléris 1d3

m@ :t®+ 12h

Kozépszolaris id6

mk:t—l—lQh

t: fiktiv egyenlit6i kozépnap oraszoge

IdGegyenlet

—— Excentricitds
—— Tengelyferdeség
= ()sszesen

v

: A\

-5

Idéegyenlet {perc)

-10

-15

februar aprilis junius  augusztus oktéber december
Hdnap

Julian datum

Kr. e. 4713. 12:00 UTC o6ta eltelt kdzépszolaris napok szdma.
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4.5. Egyéb osszefiiggések

Fazisegyenlet _ L+cos p
2
p: a terminatorra (drnyékhatar) merdleges szogatmeérd
megvilagitott hanyada, g: fazisszog, Nap-égitest-Fold /
Bolygohelyzetek Konjunkeid

kiilss bolygo palyaja

N
belsd bolygo
palyaja

fels8ikonjunkcié

N
Nl
\also
\

\
keleti §g-------------"== i (@ nyugati
kvadratira i kvadratira

oppozicié

Legnagyobb elongacio

, a
sint = =
ag

7: legnagyobb elongacio, a,: belsé bolygo fél nagytengelye

Elongacio6: az égitest Naptol mért szogtavolsaga

Szirkiiletek

e Polgari: 0° > hy > —6°
e Navigécios: —6° > hg > —12°

e Csillagaszati: —12° > hg > —18°

Objektum  Descartes-féle
koordinatai

T T COS 0 COS &
r=\|y]| =|rcosdsina
z rsin d

25




5. Kozmolégia

5.1. Alapvet6 Osszefiiggések

Hubble-Lemaitre-torvény

Kritikus stirtiség

v=Hyd, Hy~70kms ! Mpc!
B 3H?
Pe = 87G

Skalafaktor (a(t))

d(t) = a(t)dy

dy: adott ty id6pontban mért tavolsag

Friedmann-egyenletek a\? 8rG ke Ac?
(2) =50+ - 204 5
: a e 3p Ac?
HyHpr=2=-_"T S
* a 3 ( * c2> * 3
Strtséparaméterek Qi =pi/pe; Q=+ +Q + Q=1
Q_ACQ_I{?CQ 77777777777777777777777777
Y A
Kozmikus kalendarium
tev) T (X)) =z
Ma 13,8-10° 2,725 0
Rekombinacié 380000 3000 1100
Sugarzés-anyag egyensily 58000 10000 3850
! Energiastiriiség u; = pic?
Idealisfolyadék-kozelités p = wpc?
! Hubble-ids tn=1/H
Skalafaktor és vordseltolo- Aobs _ 1 Aobs 1
. = - = =14z
das Qemm @ Aem

z: az a voroseltolodas, amelynél egy, a CMB &ltal kibocsatott
fotont érzékeliink

CMB hémérséklete

b b 1
Wien—tb’rvény: T = X = )\— . a = T0(1 + Z)
0
T, = 2,725 K

Strtiségek és skalafaktorok

pm < a3 Sugarzasdom.: a(t) oc t'/2

pr o< a”t  Anyagdom.: a(t) oc t?/3
ppe = konst. Sététenergia-dom.: a(t) o e

Galaxis tavolodasi sebessé-
ge

Viot = VHubble 1 Vsajat = H()dI‘ + Vsajat

Toémeg-luminozitas arany

r_M
L
Galaxisokra: T ~ 2 — 10 T
A megfigyelhets univerzum: T ~ 100 Y4
Ok: sotét anyag, ami nem bocsat ki fényt.
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5.2. Kozmolégiai tavolsagok

Egyiittmozgd tavolsag (co-
moving distance)

d.: minden idépillanatban az 1-es skalafaktorra vonatkozo
sajattavolsag.

Analdgia: a vonalz6 nytlik a térrel egyiitt, ezt tudjuk mérni.

Sajattavolsag (proper dis- d, = a(t)d.

tance) A nyujthatatlan vonalzoval mért tavolsag, szamolni tudjuk
csak.

Luminozitastavolsag dy, = (1+ 2)d,

Az a tavolsiag, amelynek négyzetével aranyosan csokken a
test fluxusa.

m— M = -5+ 5logodr, + K

K: K-korrekcio, szamolt és mért magnitudo kiilonbsége

Szogatmeérs-tavolsag

D 1
dy=(142)— = ——dL
( ) 0  (1+2)?
D: valodi atmérd, 0: 1atszo szogatmérs
A 1atszo6 szogatmérsbdl és a valos fizikai méretbdl szamolt
tavolsag.
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6. Tavolsagmérés

Fontos! Az aldbbi fejezetben M az objektumok tomegét jeloli, nem az abszolit magnituddjukat.
Utobbira az azzal ekvivalens L luminozitas hasznélatos.

6.1. Tavolsagegységek

Csillagaszati egység (CSE, A Fold Nap koriili palyajanak fél nagytengelye,
AU) 1 CSE ~ 1,496 - 10" m.
Féenyeév (ly) Tavolsagegység. 1 fényév tavolsagot a fény vakuumban 1 év
alatt tesz meg. 1 fényév = 9,461 - 101> m
Parszek (pc) 1 pc tavolsagbol 1 CSE 1”7 szog alatt latszik.
1 pc = 3,086 - 10'6 m = 3,262 ly = 206265 CSE

6.2. Tavolsagmérési modszerek

Eves parallaxis () Bézisvonal: a Fold palyajanak atmérdje.
1
dlpel —
7_‘_[//]
juniusi latvany
janius o OO O
7
°%
S
kozeli csillag ) :%
O -
december OO e o ® ®

decemberi latvany

Hatotéavolsag: 1 CSE — 1 kpe

Napi parallaxis (p) Béazisvonal: a Fold fizikai atmérdje.
Rg 206265 - Rg
d p— p— m
p[rad] p[ ]
: « CSE
P}arfallams tetszdleges boly- ol GL ]
gorol ]
ap: boly6 pélyasugara
Csillag teljes észlelt elmoz- AD=2- 7
dulésa 7 parallaxisszog
A parallaxisszog a teljes elmozdulas fele!
Szekularis parallaxis A Nap apex felé torténé mozgasa révén megtett utat
hasznéljuk a parallaxis bazisvonalanak.
Spektroszkopiai parallaxis Csillagokra: ismert szinképosztaly = becsiilhet6 L. —

tavolsagmodulus

Hatotavolsag: 1 pc — 100 kpce
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Radarmérés

Radiohullamokat bocsatunk ki az objektum felé, és mérjiik a
visszaverédéshez sziitkséges At id6t, amibdl d = (cAt)/2

Hatotavolsag: Naprendszeren beliil, 10 CSE

Dinamikai parallaxis

Optikai kettGsok: meghatarozzuk a periodust, a fél
nagytengely latszo szogméretét és a latszo Osszfényességet
—> Kepler III-bol tomeg, M — L relacio, tavolsagmodulus

Fdésorozat-illesztés

Halmazokra: a csillagok abrazolhatoak a HRD-n, mivel kb.
azonos tavolsdguk = bekalibralhat6 L —
tavolsagmodulus

Hatotavolsag: 100 pc — 100 kpc

Mozgasi halmaz modszer

A halmaz csillagainak sebességvektora egy pontba mutat.
Ismerve a sajatmozgasbol és radialis sebességbdél szamolt
térbeli sebességet és a mozgas iranyat, megkaphatjuk a
tavolsagot.

Hatotavolsag: 50 pc — 1 kpe

Tagulési parallaxis

Szupernéva-maradvanyok: a latszo szogatmérs tagulési
sebességébdl és Doppler-eltolodéasboli tagulasi sebességbdl.

Fényvisszhang (light echo)

Szupernévak fénye gombszimmetrikusan vilagit meg
porrészecskéket, és ez a gomb fénysebességgel tagul — a
szogatmérd idébeli valtozasabol kovetkezik a tavolsag.

Hatotavolsag: 10 kpe — 100 kpce

Baade—Wesselink-modszer

Pulzalo csillagok: periddus, tagulasi sebesség —>
sugararany és sugarak kiilonbsége + hémeérsékletek, fluxusok
—> tévolsag

Valtozocsillagok

Cefeidédk, RR Lyraek: P — L relaciobol L —
tavolsagmodulus

Hatotavolsag: 100 pc — 10 Mpc

[a tipusi szupernovak

Azonos magtémegnél robbannak fel = azonos L —
tavolsagmodulus

Hatotéavolsag: 500 kpe — 10 Gpe

Tully—Fisher-relacio

Spirélgalaxisok forgasi sebességére L o< v, = M =
tavolsdgmodulus

Faber—Jackson-relacio

4

Elliptikus galaxisokra L o< 0* = tavolsagmodulus

o sebességdiszperzio

Hubble-Lemaitre-torvény

Vy = H()d
Hatotavolsag: 100 Mpc — 10 Gpe

Gravitécios hullamok (stan-
dard szirénak)

A gravitacios hullamok altal okozott térids-deformacio
amplitudoja 1/r-esen cseng le = tavolsag
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7. Adatelemzés

7.1. Statisztikai mutatok

Atlag 1 X
== N lzzl T
Relativ bizonytalansag Sz — &
|z
Populaci6 szorasa 1 N
(empirikus szoras) 7=\ N l;(% — 1)

Az Gsszes adatpontra (a teljes eloszlasra) vonatkozo
szorés. Ha sok adatpontunk van, jo kozelitéssel

hasznalhato.
Minta szérasa 1 N
s . . . _— — )2
(korrigalt empirikus szoras) S=A N1 z:1<x2 t)

Kis szamua adatpontra ez a képlet ad pontos eredményt
(torzitatlan becslést) a szorésra.

. SE— - 3

Atlagérték bizonytalanséga AT — \/_N

Median Novekvs sorrendbe rendezett adatok koziil a kozépsé
érték. Paros szamu adatnal a két kozépso érték atlaga.

Modusz Az adatsor leggyakoribb adata.

Kvartilis A héarom kvartilis (Q1, Qa, Q3) négy egyenls

gyakorisagu részre osztja az adathalmazt. A Q; also
kvartilis az adathalmaz els6, a Q3 fels6 kvartilis az
adathalmaz masodik felének a felez6pontja, mig a Qs
kvartilis az adatsor medianja.

Percentilis Az adatsor szédzadol6pontjai.
Poisson-eloszlas Annak a valoszintsége, hogy adott id& alatt pontosan
N esemény kovetkezik be:
)\N
_ _
P(X =N) ik

A: események varhato szama
Véletlenszertien és egyméstol fliggetleniil bekovetkezd
események sokasdgéra vonatkozik, pl. adott id6 alatt

beérkez6 fotonok szama.

Beiitésszam bizonytalansaga
(Poisson-statisztika) AN =N

N VN Jft
N: betitésszam, f: idGegységenkénti betitésszam (rata),
t: mérés idGtartama
Minél tovabb mériink, annal pontosabb lesz a mért
beiitésszam, igy pl. a fluxus.
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7.2. Hibaterjedés

Fontos! Az aldbbi képletek akkor igazak, ha a véaltozok bizonytalansagai egymastol fiiggetlenek.

Gauss-féle hibaterjedés Legyen f(x, y, z, ...) egy tobbvaltozos fliggvény. Ekkor
of 2 of 2 of 2
Konstanssal szorzas f=cx = Af =|c||Az]
Osszeg és kiilonbség foawdy — Af= \/(Ax)z + (Ay)?
Szorzat f=ay = 6f = \/(62)2 + (5y)?
Hatvanyfliggvény flx, y, 2) =yl
5 = \Ja (62)° + 82 (3y)” + 92 (92)°

Az alabbi képlet akkor igaz, ha a valtozok hibai nem, vagy nem feltétleniil fiiggetlenek egymastol.

Maximalis hiba Af = %Ax %A gAz

D7 oy Y|+ B + ...

Fels6 hatart ad a bizonytalanséagra.

7.3. Nemlinearis fiiggvények transzformacioja linearis fliggvénnyé

Tegyiik fel, hogy egy nemlinearis fliggvény egyiitthatoit szeretnénk meghatarozni, és az atirhato
y, = maxy, + b alakba. Ekkor a meredekség m = 2 hédon szamithato, ahol Ayr, és Axyp, a

A.?ZL
transzformalt koordinatak kiilonbségei két adatpontra.

Fiiggvény H Abrazolandé Meredekség Tengelymetszet

y=mx+b Y Vs. T m b

y? =bx +c y? vs. x b c
y=d/x yvs. 1l/x d 0
y = aer” Iny vs. k Ina
y = ax’ Iny vs. Inzx b Ina

7.4. Diagramok
7.4.1. Minek kell szerepelnie egy grafikonon?

Egy diagramon mindig szerepeljenek az aldbbiak:
e Cim vagy feladat szama (mit abrazolunk?)
e Tengelyfeliratok (mik szerepelnek a tengelyeken?)
e Tengelyek mértékegységei (milyen mértékegységekkel mérjiik az abrazolt értékeket?)

e Tengelybeosztasok
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7.4.2. Altalanos tanacsok grafikonkészitéshez

Hasznaljunk ceruzat az adatpontok abrazoldsdhoz, a radir és a vonalzo6 is hasznos lehet.

A feladat altalaban megadja, hogy mit (y tengely) minek a fliggvényében (z tengely) abra-
zolj.

Ellenérizziik le kétszer a két adatsor minimumat és maximumat, hogy mindenképpen kiférjen
az Osszes abrazolando pont a grafikonra.

Az adatsorok amplitidoja alapjan dontsiik el, hogy fiiggSleges vagy vizszintes legyen a papir.
Toltsiik ki a rendelkezésre allo papir legalabb 70%-at!

Legyen értelmes a skala, avagy a milliméterpapir beosztasaihoz rendeljiink 1, 2, 5, vagy 10
egységnyi kiilonbséget.

Ha a fenti nem lehetséges, akkor a pontok helyeit szamitanunk vagy becsiilniink kell, utébbit
csakis id6 sztikében tegyiik. Ha példaul a tengelyen Ax = 10 egység a papiron Al = 7 cm-
nek felel meg, akkor a grafikon skéalazasa S = Al/Az = 7 cm/egység. Ennek megfelelGen
egy tetszbleges Ax’ egységkiilonbség a papiron Al' = SAx’ fizikai méretben fog szerepelni,
melyet vonalzoval konnyedén kimérhetiink.

Ha az adatok sok szamjegybdl allnak és a feladat nem koti ki, hogy tilos, leegyszertsithetjiik
Gket egyszerd kivonassal, példaul Julian datumbdl kivonhatunk 2 460 000-t, ekkor a tengely
felirata legyen JD — 2 460 000.

Az értékeket szabad kerekiteni,ha nem okoz felting eltérést. Ha példéul az abrazolando érték
a 6,32, és a beosztasok a 6,30 és 6,40 értékekhez tartoznak, az adatpont nyugodtan keriilhet
a 6,30 vonaléra.

Erdemes az adatsor mar felhasznalt részét letakarni, hogy tudjuk, hol tartunk.

Ha tobb adatsort dbrézolunk egy grafikonon, azok jelei legyenek kiilonbozéek, példaul x és
+.

Ne hasznaljunk kor(lap) szimbolumot adatpont jeloléséhez!

A kiugro értékeket is abrazoljuk, de részletes indoklés mellett kihagyhatjuk 6ket a statisztikai
mutatok szamitasanal.

Gorbe berajzolasanal az ne illeszkedjen pontosan az adatpontokra a mérési hiba miatt.

Az illesztett gorbe — akar vonalzdval, akar kézzel rajzoljuk — legyen , lendiiletes”, azaz rajzolés
kézben ne emeljiik fel a ceruzat.

Ha az adatok bizonytalansagait is megadtak, azokat mindenképpen tiintessiik fel.
Grafikus egyenesillesztésnél ugyanannyi pont legyen az egyenes felett és alatt.

Egyenes meredekségének becslésénél rajzoljuk be az also és a fels§ egyenest, melyek kozépen
metszik az illesztett egyenest, majd ebbdl adjunk becslést az illesztés paramétereinek hibaira.

Magnitudok abrazolasanal a tengely legyen forditott skalazési.
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7.4.3. Diagramtipusok

Szorasdiagram

76|

78

82

8.4

8.6 -

Latsz6 magnitido
«©
T

L
2454532.29943

L L L
245453239943 2454532.49943 2454532.59943

Julian datum

Az értékeket egyszertien egymas fiiggvényében

abrazoljuk.
Logaritmikus grafikon
e RR Lyrae tipusu valtozék °
o Klasszikus cefeidak . °°
10001 © I tipusi cefeidak . o
[ ]
— ° L] L]
3 .o .
8 . o o°
‘E . e o
E 1001 .o °
£ o0 o °
3 oo .
L] [ ]
Y L]
° L]
104
[ ] ... ....
1 10

Periédus (nap)

A tengelyeken a kitev6k nének linearisan. Két nagyobb
beosztas egymastol kilenc egységre van, mivel példéul a
10 - 103 a 10* els6 beosztasa is egyben. Lehet csak az
egyik vagy mindkét tengelye logaritmikus.

Lineéaris interpolécio

16

14

12

10

Minden két szomszédos adatpont kozé egy azokat
0sszekotd szakaszt hizunk, igy becslést tudunk adni a

gorbe viselkedésére az ismert adatok kozott.
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Hisztogram

25 A

20 A

Didkok szama

w
1

0 50 100 150 200 250
Pontszam

Egyvaltozos statisztika bemutatésara hasznaljuk. Az
adatsorunk tartomanyat felosztjuk azonos
intervallumokra (binekre), majd abrazoljuk, hogy az
adott tartoméanyba hény érték esik. Az Osszes érték
szamaéaval osztva relativ gyakorisdgokkal is dbrazolhato.

Dobozdiagram
Min Q @3 Max
¥+t

Az adatsor minimumét, maximumat és harom
kvartilisét abrazold diagram, mely a hisztogramhoz
hasonldéan a minta eloszlasat mutatja.

Polaris diagram 90°

180°

Az (x,y) koordinatapar helyett a pontokat egy
tavolsaggal (1) és (pozitiv iranyban felvett) iranyszoggel
(0) jellemezziik.
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8. Eszlelési és planetariumi segédlet

8.1. Iddszamitas

Csillagidébecslés Megjegyezziik vagy becslést adunk a versenynap éjszakajanak
LST, éjtéli csillagidejére, majd a nalunk 1évé analog karorarol
leolvassuk az éjfélig hatralévé t, id6t. Ekkor

Csillagidg-varazsképlet h
LST=GSTyg+ A+ —— (LT -k
0 AT Siggmas )
15Ty greenwichi csillagid6 aznap éjfélkor, \: hosszusagi

korrekeio

i[ Greenwichi éjféli csillagids | Oszi nap-éj egyenléségkor 0", havonta ng 2P-t, naponta 4™-t.

8.2. Csillagtérképek

Eszaki és déli irany a hori- Bejeloljiik a lathato égi polust és a zenitet. A kettét
zonton 0sszekotd egyenes a horizonttal vett metszéspontjai megadjak

az északi és déli iranyokat.

Szélességbecslés
1. Meghatarozzuk, hogy az északi vagy déli féltekén

vagyunk-e.
2. Megkeressiik az északi és déli iranyt.
3. Lemérjiik a csillagtérkép R sugarat a papiron.

4. Lemérjiik a térképen a poélus H tavolsagat a horizont
északpontjatol, ha az északi féltekén vagyunk, vagy a dél-
pontjatol, ha a délin.

H
5. A szélesség ekkor |p| = 90° - 7 elGjelet az els6 pont
alapjan valasztjuk meg.

A csillagtérképeket legtdbbszor azimutalis egyenld tavolsigli
projekcioban abrazoljak, csak ezekben miikodik a fenti
modszer, igy biztosabb a zenitben deleld csillagok
deklinaciojaval (ellen6rzs) becslést végezni.

8.3. Tavcsoves észlelés

Latoémez6 mérete csillagat- At ]
vonulasbol Oratsze =~ 2 - o 360° - cosd
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Nyugati irany

A csillagok a latomezsbdl mindig nyugati irdanyban mennek
ki. Az északi iranyt a latomezs el- és atfordulasanak
ismeretében hatarozzuk meg.

Pozicidszog és szeparaciod

D

pozicidszog

szeparéc®ié\<<>x
L
Ny N y K

\

északi égi polus

A pozicidszoget a f6komponenstsl mérjik, északtol keleti
irdnyba.

Szeparacié szamitédsa a la-
tomezd elhagyasanak idkii-
16nbségébdl

~360° cos 0

d BN
24h |sin PA|

Keres6tavesé parhuzamosi-
tasa

Tavoli objektumra raéallva addig igazitsuk a keresGtavess
allitocsavarjait, amig a latomezd kozepén latott objektum
nem esik egybe a szalkereszttel. Fényes és izolalt csillagon
parhuzamositsunk, ellenérizziik le, hogy valéban ugyanazon
objektumon all a f6tavess és a keresd.

Kétszemes modszer

Parhuzamositott keresGtavesGbe egyik szemmel belenéziink, a
masikkal az eget figyeljiik — ezzel kivetitjiik a szélkeresztet az
égre, a nagyitas révén pedig konnyebben taladlhatjuk meg a

célobjektumot.

8.4. Hasznos szférikus csillagaszati osszefiiggések

I Foldrajzi szélesség

hpélus =@
zenitben delels = @

Félnapi v

cost = —tanptand

A horizont felett tartézkodés ideje a t kétszeresével
kozelithetd.

Ellentétes pont az égen

Yell = —¢  Aen = A £ 180°

0, A: Altaldnos szélességi és hosszuséagi koordinatéak.
Rektaszcenzié esetében 180° helyett 12"-t adunk hozza vagy
vonunk ki a hosszusagi koordinatabol.

Gombharomszogtani tévol-
sagképlet

cos d = sin 1 sin @y + oS 1 Cos Y3 cos(Ay — A;)

Analemma észak-déli ira-

nyd magassaga

2e

e: bolygo tengelyferdesége

hAnalemma =
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8.5. Holdészlelés

Fazisegyenlet

_ 1+cosp
=
(: Nap-objektum-Fold /
Mivel Aol K ag,
1 —cosd
2

d: a Nap és a Hold latszo szogtavolsaga

p=

Holdfazis mérése

A tavesovet defokuszaljuk, és kivetitjiik a Hold képét egy
papirlapra, amire korabban egy, a Hold vetitett méretével
megegyez6 kort rajzoltunk. Ezen bejelolve a terminatort a
fazis az arra merdéleges szogatmérs megvilagitott
héanyadaként adodik.

Hany napos a Hold?

1. Megallapitjuk, hogy telihold utan vagyunk-e.

2. A mért fazisbol szarmaztatjuk a (§ fazisszoget, amibdl a
Nap és a Hold latszo d szogtavolsaga kozelitSleg 180° — 3.

3. Ha t nap telt el ujhold 6ta,

360°

soza t— 180°

d(t) = 180° — ’

4. A fenti Osszefiiggést oldjuk meg t-re, az elGjelet az els6
pont alapjan valasztjuk meg: telihold el6tt a pozitivat,
telihold utan a negativat.

Szelenografikus/holdrajzi
koordinatak

Az égi iranyokhoz képest a kelet-nyugat irany éppen forditva
van, agy, mint a foldrajzi koordinata-rendszer esetében. A
holdi egyenlits és kezdd meridian nem mindig halad at a
Hold latszo6 kozéppontjan a libracié miatt. A Holdon is
nyugaton megy le a Nap, viszont a kelet-nyugat irdny az
égbolti iranyokkal ellentétes!
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9. Alapvet6 fizikai osszefiiggések

9.1. Kormozgas, forgdmozgas, energia

Szogsebesség Ap 2r
W=—=—=27V
At P
Keriileti sebesség vV =1Tw
tripetali 15 v?
Centripetalis gyorsulas oy = V00 = Te? = z

Egyenletesen valtozd kor-
mozgas

Harmonikus rezgémozgas

A sin(wt + goo)
= Aw cos(wt + o)
—Aw sin(wt + o)

Toémegpont perdiilete / im-
pulzusmomentuma

IL| = mrv, = mriw

Altalanosan L=r x p

Merev test perdiilete

|L| = Ow

O: tehetetlenségi nyomaték

Testek tehetetlenségi nyo-

2

_ 2 _ 2
@témegpont =mR ; @témb‘r gémb — ng

matékai
Forgatonyomaték M| = Fk =04
k: er6kar, [3: szoggyorsulas
Altalanosan M =r x F
Gravitacios potencialis
A , E o = mgh

energia kis magassagokra pot = 19
Kinetik i 1 2

inetikus energia B = S? = i

2 2m

Forgasi energia

1
Eforg = 5@&)2

9.2. Atomfizika

Kotési energia és tomegde-
fektus

_ 2
Eystesi = Am - ¢

Példa: He-atom tomege kisebb az azt alkoté négy nukleon

tomegének Osszegénél.

eV — J atvaltas

l1eV = 1,602-1071 J

Optikai racs k-ad rendd ma-
ximumaénak eltérése

kXA =dsina

d: racsallando

Fotoeffektus

1
E’y =hv = Wkilépési + §mev2
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de Broglie-anyaghullam \ = ﬁ
p

Hatarozatlanségi relacio ApAz > g AEAL > 757«
Bohr-modell L =nh

Az elektron perdiilete kvantalt.
Radio?bk.tiv bomlastorvény N(t) = N(0) - Q—ﬁ = N(0)e
és aktivitas 02

At) = EN (1)
9.3. Termodinamika

Skalamagassag Azon karakterisztikus hg tévolsiag, amelyen adott mennyiség

e-ad részére csokken.

p(h) = p(0)e 7

Felvett hé AQ = cmAT

c: fajlagos hékapacités, m: hét felvevs test tomege

Egyetemes gaztorvény pV =nRT = NkgT

Részecske mozgési energié- f 1 ) fkgT
_ ) _ = . — Sl02) —

ja és sebessége E= QkBT - 2m<v ) URMs = V/ (V%) = m

9.4. Specialis relativitaselmélet (1D)

Lorentz-faktor _ 1
VE
-z
Idédilatécio At = ~yAT

AT: sajatidd
At: koordinataidd

iS4 i6 AL
Hossztisdgkontrakcio AL — 0

v
ALgy: sajattavolsag

Lorentz-transzformaciok Ax' = y(Ax — vAt)

vAx
At’:fy<At— 2 )

Ha a masik koordinata-rendszerbdl kell visszatranszformalni,
a negativ elgjel megfordul, és Ax’, At’ helyére rendre Ax és
At keriil.

Relativisztikus lendiilet P = ymuv
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Relativisztikus energiakép-
let

B2 = (pe)? + (me)” = (yme?)’

Relativisztikus
Osszeadés

sebesség-

Az A megfigyel6 latéiranyban tavolodik téliink vy
sebességgel, a B megfigyel6 pedig vg sebességgel. Ekkor A a
kovetkezs vl _p sebességgel latja tavolodni B-t:

/ U —Ua
UA-B — w
9.5. Elektromagnesség
Coulomb-to6rvény F— kq1qo _ 1 age
r2  dmey 12
Fesziiltség Us oy = Wa_n
4q
Ohm-torvény U=RI

Lorentz-ers

F=¢(E+v xB)
Ha E=0¢s v L B: |F| =q|v|B|

Magneses fluxus

® =B - A = |B|Acosf = konstans

0: indukciés vonal és a sik normalisanak szoge

9.6. Egyéb osszefiiggések

A Hold keringési ideje és a
fazisvaltozasanak periodusa
(szinodikus hénap)

Pkeringés = 2774d7 Pragis = 2975d
1 1 1

Pfﬁzis Pkeringés j ,5zid

Dimenzidanalizis

Ha tudjuk egy mennyiség dimenzi6jat és az alapvetd
paramétereket, amelytdl fligghet, egy konstans egyiitthato
erejéig meg tudunk ra hatarozni egy Osszefiiggést.
Példa: Kepler III. térvénye
A keringési periodus a fél nagytengely (a), a gravitacios
allando (G) és a kozponti égitest tomegetsl (M) fiigghet.
Tegyiik fel, hogy P = a*GPM" alakban all els, és tudjuk,
hogy [P] =s, [a] = m, [G] = m® kg™ s72 ¢s [M] = kg.
Ekkor s = m® m?*® kg™ 728 kg? = m®*+?} kg=F+7 s720,
vagyis mivel a dimenziok megegyeznek, —20 =1, a + 35 =0
és —f + v = 0, aminek megoldasa o = 3/2, B = —1/2,
v = —1/2. Ebbdl kivetkezik, hogy egy konstans C' szorzd

3
erejéig P =C -a%? M~1V2 G2 =C'. ”C?_M’ amely

konzisztens Kepler III. torvényével: P = 2 .
onzisztens Kepler orvényéve ™ @
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10. Matematikai alapok

10.1. Kozelitések

Az alabbi kozelitések || < 1 és |y| < 1 esetben érvényesek. A szogfiiggvényeknél a szoget
radianban helyettesitjiik.

sinx sinx ~ x
COS T x?

cosr~1— —

2

tanx tanxr =~ x
Binomialis kozelités (I+x)"~1+nx
Szorzat kozelitése 1+2)(1+y)=1l+z+y
er ef~1+=zx
In(1 + z) In(l+2x)~x

10.2. Koordinatageometria

Egyenes egyenlete y=mx+b (y—yo)=m(x—xg)

(zo, Yo): pont az egyenesen

Kor egyenlete (z —u)® + (y —v)* = R?

(u, v): a kor kézéppontja

Ellipszis egyenlete
x—u)  (y—v)?

e Vizszintes nagytengely: — + . 1
a b
_ 2 . 2
e [iigglleges nagytengely: (2 bQU) + (y 2”) 1
a

Hiperbola egyenlete
(x—u)? (y—v)?* _

e Vizszintes nagytengely: — -1
a? b2
_ )2 N2

o Fiiggdleges nagytengely: y ZU) _ (@ b2u> _
a

Parabola egyenlete

Felfelé/lefelé nyilo: (x — u)? = +2p(y — v)

Jobbra/balra nyil6. (y — v)? = +2p(x — u)

Parabola paramétere p =21,
Kupszeletek fokalis egyenle- . D
te 1+ ecosv
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10.3. Geometriai alapok

Szinusztétel a b c
sina sinf  sinvy
Koszinusztétel c? = a® + b? — 2abcosy

Gomb felszine és térfogata

A=47R* V = %TR‘?’

Kip és gila térfogata

Am
V=—
3

A: alap teriilete, m: magassag

Térszog

Q=27(1—cosp)

p: fél nyilasszog

Kis térszog

2
QZZW(l—COSp)%27T<1—1+%> = p’m

Gombsiiveg feliilete és térfo-
gata

A=2tRh+mr? V= %h2(3R —h)

Vékony gombhéj térfogata

dV = 4xr2dr

Radian-ivmésodperc &atval-
tas

180 - 60

™

1 rad ivmasodperc &~ 206265”

Millifvmasodperc (mas)

1 mas = 1073"

10.4. Trigonometria

sin?@ + cos?6 = 1

Pitagoraszi Osszefiiggés
sin(a £ ()

sin(a &+ 8) = sinacos & cos asin 3

cos(a £ ) cos(av £+ ) = cosawcos f F sinasin 4

Nevezetes  szogfliggvény- sin(90° — ) = cosa  cos(90° — ) = sina

azonossagok sin(90° + a) = cosa c0s(90° + a) = —sina
sin(180° — ) = sinaw  cos(180° — o) = — cos

sin(180° + o) = —sinav ~ cos(180° + ) = — cos «

10.5. Sorozatok

Szamtani sorozat elsé n ele-
mének Osszege

Meértani sorozat elsé n ele-
mének Osszege

g ~ n(2a1 + (n —1)d)
" 2
1_n
g, = al=a) q#1
l—gq
Ha |¢| <1: S = -
q
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10.6. Differencialszamitas

10.6.1. Derivalasi szabalyok

Az alabbi Osszefiiggések f(x) és g(x), két differencialhato valos értékid fiiggvényre és ¢ skalarra

vonatkoznak.
Szorzas allandoval (cf) = cf’
Osszeg és kiilonbség (f£g) =f+¢
Szorzat (f9)' = fg+fd
Reciprokfiiggvény IRy 1
Hényados ! 'g— fqd
([) _ g Qfg’ g0
g g
Lancszabély (f(9(2) = f'(g9(x))g'(x)

10.6.2. Alapvets derivaltak

Konstans fliggvény

Hatvanyfiggvény

Exponenciélis fiiggvény

Altalanos alapt exponenci-
alis fiiggvény

;liermé/:szetes logaritmus- (Inz) = 17 250
liggvény T

Altalanos alapt logaritmus- p 1

fiiggveny (log, 2 = zlna’ " 70,1

Szinuszfiiggvény (sinz) = cosx
. . ’ / .
Koszinuszfiiggvény (cosz) = —sinx
Tangensfiiggvény (tanz)’ — S tan? z
cos? x
Arkuszszinuszfiiggvény Y. 1
arcsinx) = ——
( V=
Arkuszkoszinusz-fiiggvény (arccosz) — — 1
V1—2x?
Arkusztangensfiiggvény (arctan )’ = 1
14 22

10.6.3. Alapvetd integralok

I Hatvanyfiiggvény
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Reciprokfiiggvény

1
/—dx:1n|x|+0
T

Exponenciélis fiiggvény

/exdx:eanC’

Altalanos alapt exponenci-
alis fiiggvény

"~ Ina

/awdx— a4 +C

Szinuszfliggvény

/Sinx dx = —cosz 4+ C

Koszinuszfiiggvény

/cosa: dx =sinz + C

Newton—Leibniz-tétel

/ f(@)de = F(b) - f(a)

10.7. Numerikus egyenletmegoldasi médszerek

Intervallumfelezés

Ha egy folytonos fiiggvény gyokeit keressiik, és a fiiggvény
xr = x9 és x = x; kozott elGjelet valt, akkor az egyenletnek
létezik legalabb egy gydke az (g, x1) intervallumon.
Felezziik ezt az intervallumot, és nézziik meg, hogy az igy
kapott két intervallumon elGjelet valt-e a fliggvény, majd
valasszuk azt, amelyikben igen. Az intervallumfelezést ezutan
tetszblegesen sokszor ismételjiik, amig meg nem hatarozzuk a
gyokot a kivant pontossaggal.

Fixpont iteracio

Ugy rendezziik az egyenletet, hogy csak az = alljon annak bal
oldalan, nevezziik ezt x,,1-nek! Az egyenlet jobb oldalan
szereplS x helyére z,-t irunk. Els§ iteracios lépésnek xq
helyére egy sejtést irunk, ami kozel lehet a tényleges gyckhoz,
majd az Osszefiiggés alapjan képezziik xi-et. Ezutén x,,
helyére az el6z6 iteracios 1épésben kapott értéket irjuk, erre a
szamologép ANS gombja alkalmas. Addig folytatjuk az
iteraciot, amig a kivant pontossagot el nem érjiik. Ha nem
konvergal az egyenlet, rendezziik 4t masképpen x-re.

Newton-modszer

Rendezziik O-ra az f(x) fiiggvényt! Ekkor az alabbi iteracios

f(wn)

Gyakran gyorsabban konvergal, mint a fixpont iteralés.

formula alapjan keressiink gyokoket: x, 1 = x, —
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10.8. Vektorok

10.8.1. Vektormiiveletek geometriai aiton

Skalarral szorzas

2v

Skaléarral torténd szorzas esetén az eredetivel kollinearis
vektort kapunk.

Osszeg és kiilonbség

Két vektor 0sszege a paralelogrammaszabély szerint: a
vektorokbol képzett paralelogramma atloja adja az
eredményt. Masképp: a vektorok egymas utan ftizhetdk, az
igy kapott kezd6pontbol végpontba mutatod vektor az Gsszeg.
Kiilénbségre v —u = v + (—u).

Skaléris szorzat

A v vektor u-ra vett vetiiletének és u hosszanak szorzata:
v-u=|v|cos?¥ - |u|l. Mercleges vektorokra w-u =0, z-u
pedig negativ, mert z vetiilete ellentétes iranya u-val.

Vektorialis vagy kereszt-
szorzat

A vxu

A mivelet eredménye egy harmadik, a két vektorra merdleges

vektor lesz, melynek nagysaga |v x u| = |v||u|sin ¥, vagyis a
két vektor altal kifeszitett paralelogramma elGjeles teriilete.
Iranya a jobbkéz-szabaly alapjan, tehat ha a hiivelykujjunk

v, a mutatoujjunk pedig u iranyadba mutat, akkor az ezekre
merd6legesen tartott kozépss ujjunk jeloli ki v x u iranyat.
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Vegyes szorzat

vxu

Héarom vektor vegyes szorzata
w:(v x u) =u(w x v) = v-(u x w), megadja a vektorok

altal kifeszitett paralelepipedon elGjeles térfogatat.

10.8.2. Vektormiiveletek reprezentaciéja

U1 U1
Az alabbi Osszefiiggések az [e,, ey, e.]" bazisban megadott altalanos u = [uy | és v = | vy
us U3

vektorokra vonatkoznak.

Skaléarral szorzas

)\Ul
A-v=| vy
)\’03

Osszeg ¢és kiilonbség

vlj:ul
viu= [ vs+u
U3:|:’LL3

Skalaris szorzat

V- U = U1U1 + VUg + V3U3

Vektorialis vagy kereszt-
szorzat

VU3 — V3U2

vV X1u= | v3u; —vius

V1Ug — VaUy
@ U1 Uy (] Uy ui
wy | = [ve | X | us wy | = | va| X |[ug
w3 V3 ) U3 U3 U3

A jobb oldalra mutat6 nyilak altal érintett elemeket Gssze kell
szorozni, és ebbdl kivonni a bal oldalra mutaté nyilak altal
érintett elemek szorzatat.
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10.8.3. Descartes-féle és polarkoordinata-rendszerek

A kovetkezd Osszefiiggések alapjait az alabbi két koordinatarendszer képezi:

TY

Sikbeli polarbol Descartes-
ba

T=Tcosyp Yy =rsiny

Gombi polarbol Descartes-
ba

x =rsindcosy
y = rsindsin g

z=rcost

Descartes-bol sikbeli polar-
ba

r= VPP
haz>0éy >0
haz>0¢éy <0
haz <0
haz=0ésy >0
haz=0¢éy <0

(arctan(y /)
arctan(y/x) + 2w
arctan(y/x) + m
/2
37/2

 nem definialt haz=0¢éy=0

Descartes-bo6l gémbi polar-
ba

r= /2?2 +y? + 22
¥ = arctan(z/r)
p-re a fenti Osszefliggést hasznéljuk

Vektor polaris komponen-
sekre bontasa 2D-ben

Ay
\4 €,
€r
A
LANE >
ey \ X
dr+ 777777777777777777777777
V=— =7€ +rpe
dt 7oL
€ =CosSp-e,+sinp-e, € =—siny-e,+Ccosy:-ey
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